本 书 是 工科 数学 的 内 容 、 方 法 与 技巧 从 书 之 一 ,内 容 包 括 复数 与 复 变 隆 
数 、 解 析 函 数 、 复 变 函 数 的 积分 .级 数 . 留 数 , 共 形 映射 等 , 按 章节 对 各 个 问题 
的 内 容 , 方 法 与 技巧 进行 了 归纳 提高 .释疑 解难 ,分 析 演 绎 ,利用 大 量 的 例题 ， 
对 问题 分 析 、 数 据 计 算 作 了 充分 的 介绍 和 必要 的 比较 ,以 帮助 读者 理解 概念 ， 
掌握 方法 ,熟悉 技巧 . 

本 书 是 大 学 生 学 习 复 变 函 数 的 优秀 辅导 书 ,希望 它 能 成 为 读者 的 良 师 益 
友 . 
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复 变 图 数 是 丙 等 学 校 的 一 门 重要 的 数学 基础 课 , 也 是 自然 科 
学 与 工程 技术 中 常用 的 数学 工具 . 它 是 微分 方程 .奇异 积分 方程 、 
计算 数学 和 概率 论 等 数学 分 支 的 主要 解析 方法 ,又 是 空气 动力 学 、 
流体 力学 .弹性 力学 .电磁 学 和 热力 学 等 学 科 的 重要 的 几何 定性 研 
究 方 法 . 因此 ,学 好 复 变 函数 课程 对 于 在 校 大 学 生 和 科学 技术 工作 
者 是 十 分 重要 的 .本 书 就 是 为 了 帮助 广大 读者 学 好 复 变 函数 而 编 
与 的 . 

复 变 冰 数 的 许多 基本 概念 ,如 函数 .极限 、 连 续 、 导 数 和 积分 在 
形式 上 与 微 积 分 几乎 相同 ,但 复 变 函数 却 有 本 质 上 的 深化 ,尤其 是 
在 方法 和 技巧 上 ,更 有 着 显著 的 不 同 . 读者 在 学 习 中 要 特别 注意 它 
们 之 间 的 联系 、 发 展 和 变化 ,理解 概念 ,掌握 方法 、 熟 悉 技 巧 . 

本 书 按照 4 复 变 函数 课程 教学 大 网》 要求 编 写 ,在 概念 与 例题 
选编 上 都 略 有 提高 .为 了 使 读者 学 习 和 使 用 起 来 更 加 方便 ,采用 了 
以 章节 为 序 的 编写 方式 . 每 节 分 三 个 部 分 :主要 内 容 部 分 对 概念 和 
方法 进行 了 归 织 和 凝练 ,强调 了 读者 应 该 注意 的 问题 ;疑难 解析 部 
分 针对 读者 在 理解 概念 和 掌握 方法 中 可 能 出 现 的 问题 进行 了 解剖 
分 析 、 比 较 论证 , 尽 可 能 使 读者 消除 疑惑 .解决 困难 ;方法 ,技巧 与 
典型 例题 分 析 部 分 利用 了 大 量 的 例题 ,对 分 析 问 题 \ 研 究 问 题 、 计 
算数 据 、 求 取 结果 的 方法 作 了 大 量 的 介绍 和 必要 的 比较 ,给 读者 掌 
握 方法 .熟悉 技巧 创造 了 很 好 的 条 件 . 缺憾 的 是 ,限于 篇 幅 的 原因 ， 
许多 可 以 一 题 多 解 的 问题 我 们 只 能 列 出 一 二 种 方法 . 希望 读者 在 
学 习 本 书 之 后 ,作为 练习 ,自己 来 补足 这 一 点 . 编者 相信 本 书 能 给 
读者 以 帮助 和 启发 ,使 读者 有 较 大 的 受益 . 


本 书 是 工科 效 学 的 内 容 ,方法 与 技巧 处 书 之 一 ,欢迎 谈 者 选用 
本 套 从 书 . 本 书 在 编写 和 出 版 中 得 到 华中 科技 大学 出 版 社 编辑 和 
领导 的 热心 支持 和 帮助 ,和 在 此 一 并 表示 衷心 的 感谢 . 

由 于 水 平 所 限 , 错 姓 之 处 在 所 难免 ,热忱 欢迎 读者 批评 指正 . 


孙 清 华 孙 吴 
2003 年 5 月 
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第 一 章 。” 复数 与 复 变 函数 


本 章 主要 讨论 复数 的 概念 性质 及 运算 ,并 引入 平面 点 集 、 复 
变 图 数 及 其 极限 与 连续 性 的 概念 ,为 以 后 各 章 的 学 习 葛 定 基础. 


第 一 站 ”复数 的 概念 与 几何 表示 


主要 内 容 


一 、 复 数 的 概念 

_ 形 如 z == 工 十 iy 的 数 称 为 复数 ， 其 中 zy 为 任意 实数 ,i = 
V 一 1 称 为 虚 单 位 . 又 记 工 == Re(z),y = 二 Im(z), 分 别称 为 z 的 实 
部 与 虚 部 . 

二 .复数 的 各 种 表示 法 

1. 复数 的 复 平面 表示 

复数 z= 二 工 十 iy 与 坐标 平面 上 的 点 (zx,y) 构成 一 一 对 应 的 关 
系 , 如 图 1. 1 所 示 . 用 点 (+,y) 表示 复数 z= 二 工 十 iy 的 方法 , 称 为 复 
数 的 复 平 面 表示 法 . 此 时 ,直角 坐标 平面 称 为 复 平面 或 平面 ,zx 轴 
称 为 实 轴 ,> 轴 称 为 虚 轴 ,点 z(z,y) 即 复 数 z. 

2. 复数 的 回 量 表示 。 

在 复 平面 上 ,复数 > 又 与 从 原点 指向 点 z 
一 工 十 iy 的 向 量 构 成 一 一 对 应 ,所 以 复数 z 可 


以 用 向 量 oF 表示 . 向 量 的 长 度 称 为 < 的 模 ; 当 z z 
关 0 时 ,以 xz 轴 正 向 为 始 边 ,以 0 六 为 终 边 的 角 11 


(弧度 ) 称 为 = 的 辐 角 . 分 别 记 为 
Ilz| =r+= Yrx 十 y Argz =0|tan(Argz) 一 一 


辐 角 有 无 穷 多 个 ,其 中 满足 一 "< 二 0, 二 7 的 辐 角 0 际 为 Argz 的 
主 值 , 记 作 0, = argz. Argz 二 0 十 2k7,0, 为 任 一 辐 角 .z = 0 时， 
辐 角 任 取 . 
3. 复数 的 极 坐 标 表示 
利用 直角 坐标 (xz,y) 与 极 坐标 (~,2) 之 间 的 关系 ,将 复数 > 表 
不 为 三 角 消 数 表 示 式 : 
zz 二 十 1y 二 rr(cos6 十 1s1n00)， 


其 中 了 一 |z| = Vx 十 yy,0 一 arctan 一. 


4. 复数 的 指数 表示 式 
应 用 欧 拉 公式 ,将 复数 = 表示 为 > 一 re™. 
复数 在 不 同 的 运算 中 可 选择 不 同 的 表示 式 进行 运算 . 
三 、 复 数 的 运算 
1: 相等 . 两 个 复数 zx 和 z,, 当 且 仅 当 实 部 与 虚 部 分 别 相等 时 
才 相等 z 
2. 对 于 两 个 复数 Zi 三 Z| 十 1y1,22 一 Ti 十 lz 有 
Z 二 名 十 zz 二 (Ti 十 iy1) 十 (zs 十 iys)， 
一 (Zi 十 Z?) 十 1 十 yz)， 
2 =z 一 (ZI 十 1 一 (zs 1y,) 
= (zr ZX2) 十 ii — y2), 
之 一 ZZ 二 (zi 十 1y1) (Xz 十 1y2) 
二 《ZiZs 一 V1y2) 十 于 zz 六 十 Ziyz)， 
1 1 十 171 ZX, 1y2 ，. 2 一 Z1373? 
. -1 
< 分 别称 为 z! 和 zx: 的 和 、 差 \ 积 、 商 .在 商 中 ,z; 天 0. 
3. 实 部 相同 而 虚 部 绝对 值 相 等 、 符号 相反 的 两 个 复数 称 为 共 
斩 复 数 , 它 有 如 下 运算 性 质 : 
。27 。 


一- ~ 一 之 1 
zi 十 一 之 十 之 YIS2 = 1 2 也 | Z 
zz 一 [Re(Cz) 十 [Im(z) 了 了 
zz 二 之 一 2Re(z), z— 2 = 2Im(z). 
4. 两 个 复数 磁 积 的 柳 等 于 它们 的 模 的 滋 积 ,两 个 复数 弱 积 的 
辐 角 等 于 它们 的 辐 角 的 和 . 即 知 
zi 一 cosbl + 1s1n00,), 2, = rr,(cos0, 十 1s1n0,) 
风 ziz; = nrcos (0 + 0,) + isin (0, + 0,)1. 
熙 > 一 rcosl 二 1SI00),; 则 z= rr(cosngd 十 isinng). 
S. 两 个 复数 的 商 的 模 等 于 它们 的 模 的 元 ,两 个 复数 的 商 的 辐 
角 等 于 被 除数 与 除数 的 辐 角 之 差 . 即 阁 
zl = ri(cost 十 1sin0,), 2, = r, (cost, 十 1sing,), 


ze 100, 一 0 ) 


一 [cos ~ 0) 十 isin(2 — 98,)j = 
若 z 一 -Ceosb 十 isin0) , 则 
Wo= Vz 一 六 | cos 二 2 十 1sin 一 2 . 


这 里 = 二 0， 1，… ,nn— 1. w 的 7 个 值 愉 为 以 原点 为 中 心 、 Yr 为 半 
径 的 圆周 的 内 接 正 n 边 形 的 顶点 点 . 当 & 三 0 时 ,roo 称 为 主 值 . 


疑难 解析 


1. 复数 为 什么 不 能 比较 大 小 ? 

答 实数 能 比较 大 小 ， 是 因为 实数 是 有 序 的 ; 而 复数 是 无 序 
的 ,所 以 不 能 比较 大 小 . 

因为 复数 是 实数 的 推广 , 则 告 复数 有 大 小 ,其 大 小 关系 应 与 实 
数 中 大 小 关系 保持 一 致 . 不妨 取 复数 0 和 i 加 以 讨论 : 

因为 1 和 关 0, 设 1 盖 0, 则 1 .1>>1.0 王 0, 得 一 1> 盖 0 显然 不 
成 立 ; 设 1<0, 则 ii 盖 iv. 0 一 0( 不 等 式 两 边 同 乘 以 小 于 去 的 数 ， 

申 3 . 


不 等 号 反 回 ) ,也 有 一 工 盖 0: 所 以 :1 与 0 无 法 比较 大 小 .从 而 知 , 两 
个 复数 是 不 能 比较 大 小 的 . 

然而 ,复数 的 模 、 实 部 和 虚 部 都 是 实数 , 辐 角 也 是 实数 ,是 有 序 
的 . 因此 ,可 以 比较 两 个 复数 的 模 、 实 部 、 虚 部 和 辐 角 的 大 小 . 在 这 
个 意义 上 ,也 称 复数 是 部 分 有 序 的 . 

2. 怎样 确定 辐 角 的 主 值 argx? 

答 “因为 复数 = 的 辐 角 Argz = 0,tan0 = 六 .而 一 x < argz 
二 0, 碾 X. 所 以 ,名 ( 见 图 1.2) 按 下 列 关系 式 来 确定 : 


arctan 和 ~， z 在 第 一 象限 ， 


arctan 沁 十 xX， 在 第 二 象限 ， 


arg2 一 


arctan 一 一 x7， zz 在 第 二 象限 ， 


arctan 一 十 2x， > 在 第 四 象限 . 
除 0 以 外 的 复数 都 有 确定 的 辐 角 . 0 的 辐 角 可 以 是 任意 的 . 


图 1.2 
3， 复数 可 以 用 向 量 表 示 , 是 否 就 此 可 以 认为 复数 的 运算 与 向 
量 的 运算 相同 ? 


从 不 能 .复数 的 运算 与 向 量 的 运算 有 相同 之 处 也 有 不 同 之 
处 ， 


如 复数 运算 与 向 量 运算 有 相同 的 加 法 运算 和 数 乘 运算 ,但 向 


。1。 


量 运 算 有 数量 积 . 同 量 积 和 训 合 积 , 复 数 则 没有 ;复数 运算 有 乘 、 
除 、 乘 寡 和 方 根 , 同 量 也 没有 . 复数 相 乘 的 几何 意义 是 将 复数 zi 放 
大 jz:| 售 , 青 将 其 辐 角 按 逆 时 针 方 向 旋转 角度 Argz;, 即 先 作 一 个 
相似 变换 ,再 作 一 个 旋转 变换 ,而 向 量 的 数量 积 与 向 量 积 都 不 是 这 
样 的 . 

4. 怎样 理解 两 个 复数 之 1 与 之 2 的 乘积 和 商 的 辐 角 公式 ? 


Arg(Czizz) 一 Argzl 十 Argz,, Arg| 2 = Argz) 一 Argz,. 


和 ”由 于 上 述 两 个 公式 两 边 的 辐 角 都 有 无 穷 多 个 值 ,因此 等 
式 的 意义 是 :任意 给 定 一 个 等 式 右 边 两 个 多 值 函 数 一 对 可 能 取 的 
什 ,右边 多 值 函 数 也 必 有 一 个 值 使 这 个 等 式 成 立 .反之 也 是 这 样 . 

也 就 是 说 ,等 式 的 值 是 在 全 体 意 义 上 的 相等 ,而 不 是 某 一 组 值 
的 相等 . 例如 , 奉 训 和 凡 为 Argzl 和 Argz; 的 任 一 对 选 定 值 , 则 
Arg(zizz) 中 一 定 有 一 个 8 存在 ,使 cos6 = cos(0, 十 0,) ,sing = 
sin(W1 十 9.).0 不 一 定 就 是 十 9,, 而 可 以 是 使 9 十 2khr 一 和 十 0 
中 的 一 个 . 反之 也 是 这 样 . 

S. 复数 所 具有 的 运算 性 质 是 否 使 复数 集合 成 为 复数 域 ? 

答 ”是 .复数 的 运算 具有 以 下 规律 : 

(1) 在 zi,zs 是 复数 , 则 zi 十 zs 也 是 复数 . 

(2) 满足 对 加 法 的 结合 律 与 交换 律 , 即 对 于 复数 zi ,zsy,zs, 有 

zi 十 《zl 十 zz) 一 (zl 十 zz) 十 zsg，zl 十 >; 一， 十 >). 

(3) 关于 加 法 存在 等 元 素 ,对 于 任意 复数 z, 有 

0 二 z= 二 z 十 0=&. 
(4) 关于 加 法 存在 逆 元 素 . 对 于 任意 复数 z, 存 在 复数 一 >, 使 
> 十 《一 z) 一 (一 z) 十 zx 一 0. 
(5) 看 xz: 是 复数 , 则 zzs 也 是 复数 . 
(6) 满足 对 乘法 的 结合 律 与 交换 律 , 即 对 于 复数 = ,zi,z;, 有 
ZI(Z2Z3) = (TZ)23, TZs 一 ZZ1. 


(7) 关于 乘法 存在 单位 元 素 1, 对 于 任意 复数 2, 有 


1 .< 一 z.。1 一 >. 


(8) 关于 乘法 存在 逆 元 素 . 对 于 任意 复数 = 一 0, 存 在 复数 过， 
使 


(9) 满足 对 加 法 与 乘法 的 分 配 律 , 即 对 于 任意 复数 ” ,zs* 和 
z3， 有 
(zi 十 22)23 一 ZiZs 十 Zs23. 


所 以 ,全 体 复数 构成 一 个 复数 域 . 
方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 
首先 ,作为 基本 概念 ,要 熟 悉 复数 的 各 种 表示 形式 及 相互 转 


换 , 特别 是 辐 角 主 值 的 确定 . 其 次 ,复数 运算 必须 遵循 复数 的 运算 
规律 ,注意 复数 运算 S 实 玫 运 算 的 不 同 点， / 


一 、 复 数 的 概念 
例 1 求 下 列 复数 的 模 与 辐 角 : 
(1) v3:++i; 1 《2) i 
(3) 3+ 2, 4) [lt wai , 
! 2 
: 2 .、(3 十 让 (2 一 说 
DET DeTrD 


解 (1) |z| = V3Y + 一 2， 
1 
/3 


x 
‘argz = arctan 一 夺 : 


3 一 21 


1 3 3 一 2); 
(3 3 )' 


as 人 。 


13 13 /Ts 
ue 
argz 二 一 arctan| 二 |. 
3 
) 3 二 4)(2—5D) 1 3 es 7 2 
) | 2 + 这 i) (2 5i — 一 地 一 13i， 
712 
四 = | 二 + (~— 13) = 5 X29, 
2 
a 
argz 二 arctann 7 一 XT, 
(4) [二 人 3 = (€'"3)" = cos | + isin 全 |， 


=| 一 1， argz 一 本 十 2pxr (一 x 女 号 十 24r< 入 xx 的 全 . 
(5) 工 一 4 十 1 一 (一 1 一 4 十 1 一 1 一 3i， 
Iz| 一 vv1 十 (一 3 关 一 V10，argz 一 一 arctan3. 


(6) 3 十 i)C2 一 站 -7 一 1 48 _ 14; 
(3 一 1(2 十 1) 7 十 1 50 50， 


|z| = [各 | + (33) = 1 argz = 一 aretan 去 | 
lz| 还 可 由 以 下 方法 求 得 ; 
| 1 

=| = | 二 |2 二 | = 1.1 = 1 (共生 复 数 的 模 相等 ) 


例 2 求 满足 下 列 条 件 的 复数 z; 


(1) = 十 |z| 一 2 十 1 (2)z 一 3 十 ai, 且 |z 一 2|< 到 2; 
(3) (1 2 4 十 3i; 


(4) 1 声 z 十 一 过 6 为 实数 ,x,y 为 整数 . 


解 四 设 = 一 过 网 YT 十 yy 二 2 十 1. 
。7 。 


由 工 十 v 丈 于 交 一 2,y 一 1 得 z 一 站 , 故 = 一 二 十 i 

(2) 因为 lz 一 2|= 二 13 十 ai 一 2|= 二 Yl 十 a 过 2, 所 以 ,a 的 
值 可 取 ( 一 VV 3 , VV 3 ) 间 任 一 实数 ,z 有 无 穷 多 个 . 

4 二 3 

(3) 因为 z 一 J 二 91 一 2 1 所 以 zz 一 2 十 1 

(4) 设 z= 二 十 1y (xz,yER, 且 zx,y 不 同时 为 零 ), 则 

10 10x 1l0y 
= 十 过 一 z 十 ip 十 元 二 可 一 z+)+ily | 
由 条 件 知 y= 二 0 或 XX 十 y= 二 10. 

当 y 一 0 时 ,满足 1<z 十 二 2 一 z 十 二 入 6 的 z 不 存 
在 . 

当 zx? 十 半 二 10 时 ;由 1 过 zx 十 a = 2z 委 6 知 ,二 < 
之 3, 故 z 可 取 1,2,3,y 可 取 土 3; 土 1 于 是 ,请 足 条 件 的 复数 为 
1 十 3i, 1 一 3i， 3 十 i， 3 一 i 

例 3 化 简 V1 十 2z VT 二 Ti,|zx| 之 1 


解 ” 设 原 式 = 十 iv, 则 1 十 2x Vz 一 1i=w 一 v 十 2iuv， 


ww 十 二 1， 2uv = 27 VT ， 
解 得 w 二 土 zyv 二 十 V2 一 I, 所 以 z 


W122 VE 和 = 士 (z 十 本 Ti). 


例 4。” 当 zy 等 于 什么 实数 时 ， wr 
1] 十 i 成 立 ? z 
解 由 等 式 可 得 二 十 1 十 iCy 一 3) 一 2 十 Bi, 所 以 
+ 工 一 1， 

一 > 
y—3 二 8， yy 三 11. 


例 5 求 下 列 复数 的 三 角 表 示 式 与 指数 表示 式 : 

(1)1— v3i; (2) 1 十 itang (rx < 0 < 2n); 
. (cos59 二 isin59)” 

(3) 一 V12 一 2i; (4) (os3o — isin3g)’ 

(5) 1 一 cosp 十 isinp (0 去 9 XA). 


解 (1) 因为 11 一 v3il = 2,arg(] 一 V3iD 一 一 二, 所 以 
1 一 WwW3i 一 2 


一 1S1n 一 
coOs 一 - 一 一 
3 3 


(2) 因为 |1 十 itan86| = 二 V1 十 tan’9 = 一 sec0,argz 一 并 一 
9, 所以, 当 < 二 9 一 27 时 ,有 : 


家 


上 
1 十 itanl = -| cos 


Sr 一 9 十 1sin 
1 i(3*-0) 
sinO” 


(3) 因为 | 一 V12 一 2i| = V12 二 4 一 4,argz 一 一 阅 x, 所 


以 
— Vi? — 2i= 4|cos 一 1S1n Er 一 4e 5 
(4) 先 将 分 子 、 分 母 分 别 用 指数 式 表 出 , 则 
(cos59 十 isin59)’ _ (e™”)? — eilgp 
(cos3P 一 isin39);. (e™'”)’ 
= cosl99 二 1sinl99. 


(5) 因为 11 一 cosp 十 ising| = V2( 一 cosp) = 2sin 方 ,所 


以 
、， 加 sin9 
arg (1 一 cosy 十 lsInP) = arctan 1 — cosw 


] 上 cos9 


多 
sin 


2 
TT P|) 
7 2 | 十 isin 


= arctan 


TT 
2 


帮 1] 一 cosp 十 ising 二 2sin |eos 


也 可 以 这 样 得 出 结果 : 


2 
一 2sln | sin 了 十 1coS | 


.. {x 9 
| +isin 7 | 
例 6 将 复数 1 十 i 所 对 应 的 向 量 按 硕 时 针 方向 旋转 7, 求 
此 向 量 所 对 应 的 复数 = 


解 因为 只 进行 了 旋转 变换 而 模 不 变 ,相当 于 对 1 十 i 乘 出 
e273 ,所 以 


27 . . 27 
“0 Sn 


3 


= (1 + 一半 VSi = 二 1 二 之 | 二 1 一 Y 3 
2 2 2 2 
例 7 设 arg(z 十 2) == 字 ,arg(z 一 2) 一 二 , 求 z. 


Zz 二 (十 De -2 一 (] 十 i 


3 


= 一 2 一 mcos Sr + isin Sr]—— Or, + 


则 = 一 | 3 一 引 + 2ir 一 - Y 3 


比较 实 部 与 虚 部 ,得 
1 V 3 V3 


一 2 一 一 


7 7 十 2， 
解 得 ~ = 二 2. 于 是 
z 一 (1 一 2) 十 V3i= 一 1 十 V3i. 
二 ,复数 的 代数 运算 
es。 OO。 


复数 的 代数 运算 包括 和 ,、 差 、 积 . 商 , 还 包括 乘 厦 和 方 根 . 为 了 
使 运算 更 加 简捷 和 准确 ,应 该 选择 合适 的 表示 式 来 表示 复数 .有 时 
还 可 以 由 几何 意义 来 讨论 复数 的 代数 运算 . 

例 8 将 复数 z 乘 以 i 或 一 1,z 的 模 与 辐 角 会 有 什么 变化 ? 

解 因为 1 一 et, 一 1 一 e ,所 以 

oi 一 ed 。eir/2 一 yeildt+n/2) ， 
即 ,此 时 z 的 模 不 变 , 辐 角 增 加 x/2. 
ZzZ*(—i)=re .ee 2 一 7re 

即 ,此 时 z 的 模 不 变 , 辆 角 减 少 /2. 

例 9 设 zi = 二 1 十 1,z,s 一 V 3 十 i, 求 zzz. 

解 直接 计算 

zz 一 (1 十 DCwv3 十 让 一 V3 十 i 十 V3i 一 1] 

一 (V3 一 1) 十 iL 十 V3). 
化 为 指数 式 ,zi 一 V 2 ez 二 2ew% ,所 以 
Zs 一 ( V 2 ei/4) (9290/5) 一 ? V2 ei5r/12 
显然 ,指数 式 运算 更 简单 . 
ml 二 V3il 
10 一 一 | . 
鲍 计算 | 一 Yu 
1 十 Vv3i 
法 1 | 一 一 一 一 
解法 1 一 | 
-| 《1L 十 3i): | 
(1 一 V3iD(LI 十 3 


1{8— x/2) 
9 


= (=2+2 3 +) 
-4 
-人 人 


。 1]1]。 


3. 
一 > To 


解法 2 1 十 V3i=2 


Tt .TX . 
COS Ey 十 1sin | 一 9e'3, 


1—w 了 一 2| cos 一 3 十 isin| 一 3| = 2e 一 /3 ， 
1 士 Y3i| _- 名- Green 
1 一 V 相 | 2 

= cos Sr + isin Sn —— 六 十 


例 11 计算 Y1l 十 i. 


解 。 因为 1] 十 i 二 V2 cos 7 十 lcos = /Fe ;所 以 


+2hx 4 
YITTi Yael’ 1 ,hk = 0,1,2,3. 
其 四 个 根 为 w= V2 cos -6 6 十 isin 16)» 
8 97 97 
rz 一 YLZ Le + Isin 28]， 
8 177 -177% 
wa 一 W 2 | cos 16 十 1S1 in ae] ， 
w= Ho cos <2 十 is in | ， 


这 四 个 根 是 以 原点 为 中 心 、 兴 径 为 YZ 的 加 内 
V”” 接 正四 边 形 的 四 个 顶点 ( 见 图 1. 3) ,wo 的 辐 角 
一 8 = zx/16. 
例 12 求 方程 z 十 z* 十 z 十 1 二 0 的 根 ， 

Ww 并 将 z 十 z? 十 z 十 1 分 解 因 式 . 

图 1.3 “ 解 ” 因为 (z 一 1)(z 十 zz? 十 z 十 1) 二 zx 
一 1, 而 z 一 1 二 0 的 根 为 z。 二 1, 则 zx 一 1 = 0 的 其 余 三 个 根 即 
为 所 求 . 


ee |] 7 。 


由 六 一 1 一 0, 得 > 一 4W 1 .因为 1 = cos0 十 isin0,; 所 以 ,z: 一 
1 二 0 的 四 个 根 ( 见 图 1. 4) 为 


0 0 
zo = COs 本 十 1SIn =， AN 
之 1 = cos 本 十 isin 记 一 1， SN 
ZZ» 二 COST 十 1SInT 二 一 1， 
zs 一 cos YY 十 isin 池 二 一 i， 图 1.4 
于 是 , 知 2 十 祈 十 z 十 1 二 0 的 根 为 i, 一 1， 
一 .日 


z 十 2? 十 zz 十 1 二 (zz 一)(z 十 1)(z 十 0). 
例 13 解 方程 (1 十 z 六 一 (1 一 z)5. 
解 ”因为 z == 1 不 是 方程 的 根 ， 将 上 式 变形 ， 即 
tw 一 es = 1 = cos0 十 isin0 = e™, 
则 由 复式 的 方 根 知 ,w 一 1 的 根 为 
] ， ei2x/5 ， eitr/5 ， ei6x/5 ， el8x/5 


设 由 一 er 一 0 全 mr 二 rr ,由 z 一 lz 得 
3 


1] —z’' 


_ cosa 一 1 十 islina 
”cosa 十 1 十 isina 


& 
十 
上 


. af. a . a 
2sin py sin 了 十 1cOS cos | 四 
a a .. a 2 
2COS 7 COS 7 十 iSin 
所 以 ,方程 的 根 为 = 一 itan 所 ,其 中 一 0, 名 n,n， rx 
例 14 3 


已 知 z 一 8， 二 十 z? 十 2z 十 2 的 值 . 


解 因为 zs 一 8 一 (zz 一 2)(z? 十 2 十 和 一 0， 所 以 z 一 2 
或 2 十 2z 二 4 二 0, 于 是 


z 十 六 十 2z 十 2 一 8 十 (2 十 2z 十 4) 一 2 一 8 一 2 一 6 


1] 3 。， 


例 15 解 方程 守 :一 4z 一 (4 一 9) 一 0. 
解 ” 原 方程 = z? 一 4iz 十 (2i1)* 十 91 二 0, 得 
(zzZ 一 2) 一 一 9 一 21 十 vv 一 9)， 


因为 ,由 棣 美 弗 公式 
v 二 页 = 3|cos 于 二 hx) + isin 一 字 十 hr| | 
一 土 V2 1+ 


帮 xz 二 和 十 V 二 页 == 土 六 V3 +i|2 干 这 V3 |. 
例 16 解 方程 z= 二 z"'! (n 为 自然 数 ). 
解 ” 若 n= 二 1, 则 z= 二 1, 得 z= 1. 
若 n = 二 2, 则 z 二 z,z 为 全 体 实数 . z 
车 nn 之 3, 则 |z| = |z”!| 或 |z| = |z1”!, 得 
lz| 二 0 或 |z|=1. 
由 E4 二 0, 得 z= 二 0. 
由 |z| = 二 1, 知 zz 二 xz*, 即 z= 二 1. 于 是 z= YT 一 ee ( 
= 0,1,,n 一 1). 当 k= 0 时 ,z==1. 
I |z1 十 2z, 一 1 十 1， 
解 将 第 一 式 乘 以 3 再 减 去 第 二 式 , 得 


(6 一 Dzs =1+ 6=>z = Le i. 


6—1 
代 回 第 二 式 ,得 zl 二 1] 一 1. 
三 、 复 数 的 等 式 与 不 等 式 的 证 明 
证 明 关于 复数 的 等 式 与 不 等 式 ,是 复数 概念 的 一 个 难点 ,读者 
要 善于 借助 = 的 不 同 表示 式 、z 与 十 的 关系 .z 的 性 质 ,以 及 一 些 实 
数 中 的 不 等 式 和 图 形 的 几何 性 质 来 证 明 . 


例 18 阁 |1z| = 1, 证 明 : 对 任何 复数 a 和 464, 有 
e 4 。 


证 ”利用 |z| = 1, 则 = 一 三 ,于 是 
Az 二 Et .1 -1 
pz 十 万 az 十 忆 |z| 
例 19 设 z 二 zx ! 二 2cos9 (z 关 0,9 是 z 的 辐 角 ) ,证明 : 
2 十 z ”一 2cosn (z 关 0). 
证 ”由 题 设 条 件 , 考 虑 用 复数 的 指数 形式 或 三 角形 式 , 又 由 
求证 的 等 式 考虑 使 用 棣 美 弗 公式 . 所 以 , 设 


xz 一 re = r{(cose + isin0), 


1 
宙 一 一 一 一 
之 


则 xz- 十 z 一 r(eosg 十 ising) + 二 (cosb _ ising) 


1 


一 十 二 cosg + ilr— |sing. 
rr r 
比较 z-: 十 = 一 2cos0, 得 方程 组 
r 十 一 一 ”~ 2， 
->r 一 1 一 >z = cos6 + isinG. 
FC 一 一 0， 
rr 
由 棣 美 弗 公 式 , 得 


gz* 十 2 ”= (cosy + 1sS1n00)" 二 + (cos0 一 1s100)™" 
= (cosng 十 1sinng) + (cosnd 一 isinng) = 2cosnd. 
例 20 证明， 
cos30 = cos0 一 3cos0sin’0, sin30 = 3cos’0sing 一 sin30， 
证 “利用 棣 美 弗 公式 来 证 . 由 
(cos0 十 lsing)3 = cos30 十 isin3C 
和 (cosb 十 isin0)3 一 cos20 十 13cos2osing 十 13sin20cosb0 十 iasin3C 
一 cos" 0 一 3cosbsin20 十 1(3cos2bosing 一 sin30) ， 
知 cos30 = cos20 一 3cosbsin20，sin30 = 3cosz0sing 一 Sin30. 


。 5。 


例 21 设 二 二 这 一 “十 过 其 中 4a,b,z,y 均 为 实数 . 证明. 


工 一 
a 十 b=]. 
证 ”人 先 求 出 a,6 的 zy 的 表达 式 . 因为 
ZX 十 ly (Z 十 1y)8 - 工 一 儿 十 2izy i, 
zr—iy (rz—iy)(z+iy) x+y | 
比较 系数 ,得 
XO—y 2TYy —, 
ZX 二 y? “Ty 
， 2 TC— oy 2 97xy 2 
于 是 “十 多 一 | 至 于 区 | + [a 
并 一 2zZ 多 十 办 十 4z2y2 (x? +y) -1 
(zZ2 十 yY)2 (z+ y:)? : 


例 22 设 z 一 工 十 iy* 证 明 ， 


- 霹 (z + |y|) < | 之 |z| 十 2 


证 ”不 等 式 左边 等 价 于 
r+ ly < lz = z+y, 


好 + 十 21xzlly| 27 + y)=>(|z| — |y|): > 0, 
所 以 ,左边 不 等 式 成 立 . 0 
不 等 式 右边 等 价 于 
teertye (z+ |y|) = z+2|zlly| + y， 
即 21z| Ily| 二 0 ;所 以 ， 右边 不 等 式 成 立 ， 人 
例 23 设 zo| <1 证 明 ， 车 | < 1， 则 |j 
证 大 |z| 坟 1, 则 1zl1 一 lz < 1 一 [of ; 改 
| z+ 1zol? 1 二 |]zl?|zol?. 
X -|z— zl:= |zj+ 1zo| 一 2Re(zzo) ( 见 例 26) 
二 1 十 |z 上 jzo 站 一 2Re(zzo) = 11 一 zz 12 


。16 。 


之 一 之 n 


所 以 一 1. 
> 
由 模 的 非 负 性 ,得 | 一 -| 过 1 


例 24 设 包 是 1 的 n 次 根 , 且 w 关 1, 证 明 :w 满足 方程 
] 十 z+ 二 zz: 十 … 十 2 二 0, 
证 因 w* 二 1, 即 w” 一 1 = 二 0, 故 
(ww 一 ]) 忆 十 包 十 ww 十 十 Ww ) 二 0， 
由 忆 关 1; 帮 1 十 多 十 ww 十 一 十 w 一 0, 即 
1 十 z 十 z* 十 "十 z”” 二 0. 
例 25 设 >, 和 >z: 为 任意 复数 ,aiyaz 为 实数 , 且 ai 十 4 天 0， 
证 明 : 


|aizi 十 CzZ2 上 


ERATEA 委 2 下 
委 jz 十 zz 上 十 |z 十 zzl. 
证 ”引信 辅助 角 0, 令 tang 一 2 于 是 


[azi + CzZz | 
ail 十 a2 


2 二 2 |z1ising 十 zcOsSO|’ 


一 2[ |z1 |?:sin’0 二 + |z, |*cos’0 +2Re (z1z2,)sinOcosl | 
一 |2i|? 十 |zzj? 十 (|z1|? 一 |z2|*)cos20 
十 2Re (zz,)sin20 
一 |zi|: 十 |z2|: 十 4cos20 十 Bsin20. 
因为 4 = |z1|? 一 |z2|:,B = 2Re (ziz2) 均 为 实数 ,有 
|Acos20 十 Bsin20| 和 vA: Bi, 
又 VATB = {zl + |z|' — 21z?zi| 十 4LReCzazz)] 
一 [|zi| 二 |z.|* 二 2Re(z?iz2) ] 
= [|zi + 221*J? = |zi++ zz|， 
于 是 ,得 / 
。17 。 


|aizi 十 G2Z; 上 


二 | 十 2 
< | zi | 十 | zz 十 | z1 十 十 2 | . 
例 26 利用 棣 美 弗 公式 ,证 明 拉 格 朗 日 的 两 个 三 角 等 式 


Scosg0 一 sin = 十 10 . COS /sin 人 ， 
< 2 2 2 


> ,sinkb 一 sin ~ 
下 一 】 
证 设 z= cos0 十 i z* 一 cosAg 十 oink 
> cosk0 十 i > ,sink0 一 > 2 
k= 0 是 一 有 0 上 二 站 


] 一 Zn" 二 1 
1 一 之 


*。S1n sin (sin 一 > 尖 0). 


又 > 二 1 十 z 十 必 十 十 2 二 
点 二 0 


(1 一 zx"f+l)(1 —— z) 
(1 — 2z)(] — zz) 


性 ae 二 二 ol 一 cos(n + 1)0 一 cosg 十 cosng] 


十 1 一 sin(n 十 1)0 十 sin0g 十 sinz0]. 
比较 或 届 , 式 名 ,得 


1 — costn 十 1)0 — cos0 十 cosngd 
Dyeosk0 — 30T — cosd) 


纪 士 1gsin 二 


Zsin 万 & + 2S1n 5 5 


| 
4sin’ p> 


.0 2 十 1 | n 
sin 7 十 sin eo 0 sin 一 7 lcos 20 


im ie 3 


2s1n 0 sin £ 


nN Us . sin(n 二 1)0 十 sing 十 sinn0 
sinkb 一 人 sinkb 一 9] — cos0) : 


. 18 . 4 


0 s 0 


Ds1n 了 cos 一 一 CO 


加 2 
tsinz 人 
0 21 二 1 . nT],. n 
COS 六 COS 5 a | sin 2 psin —06 
2s1n 2 sin 0 
2 2 
四 平面 几何 问题 的 复数 方法 


由 于 复数 与 平面 同 量 之 间 的 关系 ,我 们 可 以 用 复数 方法 来 分 
析 、 讨 论 和 求证 平面 几何 问题 . 常见 的 做 法 是 :将 平面 上 的 点 用 复 
数 表 示 , 将 平面 曲线 化 为 复数 形式 ;或 者 将 点 用 向量 表示 ,利用 问 
量 运算 求解 . 解决 一 个 几何 问题 的 方法 是 不 惟一 的 ,为 了 节省 篇 
幅 ,我 们 一 般 都 只 给 出 一 个 我 们 认为 较 简 捷 的 解法 . 读者 可 以 自己 
试用 别 的 方法 讨论 和 求解 . 
例 27 设 z,z, 为 任意 两 个 复数 ,证 明 
(1) jz 十 zz < |z] + Jzz); 
(2) Jzi — zs = |z|? + zs|’ ~ 2Re (zz,); 
(3) Jz 一 zzl 宇 1}z| 一 zz， 
证 (1) 利用 |z|? = zz 证明. 因为 
[zi 十 zs)° = (zi 二 22) (zi + z2) = (zi 二 22) (zi 十 22) 
= Zzi 十 zz 十 Zs2) 十 ZiZs, 
由 于 ZZ2 与 zz 共 罗 , 生 
[zl 十 izs1? 十 2Re (ziz2) < |z1|?: + [zl? + 2122;| 
[zl 十 |zz| + 21z||z,| 
二 (|zi| 十 |z;|)"， 
所 以 lz 十 zi 委 j|z| 十 |zz|. 3) 
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(2) EE 一 2 | 一 《zi 一 之? ) (2) 一 22) = (21 一 2 ) (ZI 2 ) 
一 lz 十 | zz 一 Z2Z1 一 之 1 之 。 


一 jz 上 十 jz 天 一 (zi 过 ?十 之 之 ) 


= |z1|’: + |z2|’ — 2Re(z,z,). 4d) 
(3) 将 式 @@ 应 用 于 xz 及 zl 一 zi, 有 


[lal = |z2 二 zz 一 zz| |z;| 十 |z1 一 zz|) 
a | 一 22| 之 |zi| — |zz|) 
同 理 [zz| = zi 二 +zC—z|e |z| + |z: ~ zl, 
BD |z 一 zz| 之 jz 一 |z| = 一 (zx 一 zs) 
于 是 zi 一 zz| > Tal 一 zs||. : © 


式 @@ 的 几何 意义 是 ;三 角 边 任意 一 边 的 长 不 小 于 其 它 两 边 边 长 之 
差 的 绝对 值 
将 式 @ 与 式 也 的 结论 综合 ,可 得 
[lz 十 zz 十 jz 一 zz 六 一 | 2 十 jzz| 十 2z221 十 ZiZ2 : 
| 十 |zil? 二 + |z2|? 一 zzz 一 zz? 
=20alt al). 
其 几何 意义 是 :平行 四 边 形 两 对 角 线 平方 的 和 等 于 各 边 平方 的 和 |. 
例 28 设 复 数 a,b,c 对 详 于 等 边 三 角形 的 
三 个 顶点 ,证 明 、 z / 
a 十 二 Cab—b—ca=0. 


证 由 图 1.5 可 知 ,向 量 必 转 过 地 得 向 量 


图 1 8 或, 瑟 转 过 了 得 到 夏 
又 Lew 一 large 一 这 5. 根据 复数 的 乘法 ， 有 


sa eb 0) 


a ~— b= ei(c — 6b), 


故 (c 一 a)(c 一 六 一 (一 a)(a 一 六 )， 
即 c 一 lc 一 pc 十 aa 一 pb 一 对 一 娠 十 ap 
所 以 2 十 及 十 c 一 a 一 bp 一 cad 一 0. 


例 29 证 明 : 复 数 wx, 月 所 表示 的 向 量 互 相 垂 直 的 充分 条 件 为 
es 7 


Re (aB) 一 0， 
证 ”由 图 1.6 可 见 , 向 量 & 与 6 互相 王 直 
的 充 要 条 件 是 
IB—al:= lal’* + 1Bl.. 

由 于 |B 一 al: 二 (BB 一 a) (8 一 a) 

— (B— a)(B— oa) 图 1.6 
BB + aa — (aB + aB) 

= |Bl’ -+ lal’ — 2Re(op). 
所 以 ,可 将 ax 与 有 B 互 相 垂直 的 充 要 条 件 写 为 Re(a 有 ) = 0. 


例 30 证明: 方程 | 一 一 | = (0 过 上 关 1,z1 关 zz) 表示 平 
z 一 到 kilz OO— 2,| 

全 周 , 圆 修一 汪 一 半径 0p 二 一 21 

四 之 一 之] — 区 之 一 之] 之 一 之] _ 2 

证 由 之 一 之 ， 4, 得 | 二 之 之 一 | ,Ep 


lz zz— zz |zl’ 
= ki(|z|? — zz2z CO— z2z 十 |zz|2)， 


|z|?C1 — kk) — z(z) — kiz,) — z(z1 — kz,) 


= kl|z,|’ 一 | < ， 
2 ZzZ(z) 一 kz,) zz! — kz,) z) 一 kz,|’ 
化 为 jz 用 一 二 生生 二 全 十 
一 一 
1—k (1 一 到 六 
Zl k*z,)/— Zl 一 Rk’ 
即 2 TE 之 一 
_ 〈] 一 k*) Ck’ zz| [< |) 十 《zl 一 有 zz ) (I 一 k?z,) 
(1 一 k°)° | 
之 1 一 kz _ kl|za|? 十 jz 上 一 z2Zi ziz? ) 
化 | (1 一 好生 
好 |z 一 za 
(1 —k) 
两 边 开 方 ,得 


7] 。 


21 一 kz, _ klz) 一 | 

1—k? 1—k? 

he ~ 之 ] 2 
该 式 是 圆心 为 一 下 半径 为 | 于 一 2 玉 | (0 之 了 1,z1 天 2) 
的 加 周 的 方程 . 


例 31 证 明 :以 zzsyzs 和 wi ,Ya 为 顶点 的 两 个 三 角形 相 
似 的 充 要 条 件 是 


入 1 之 2 之 3 


Ww TO Ww 


证 ”由 复数 的 几何 意义 及 几何 中 两 三 角形 相似 的 判定 定理 
知 , 两 三 角形 相似 应 有 


3 21| iWwW ~ wi 
2 ~ 2) rz 一 wl 
县 arg (zs 一 21) — arg(z, — 2z;) 


= arg (ws 一 Wi) 一 arg(w, 一 wi). 


< 和 2 一 1 WU» 一 Tw 
由 行列 式 计算 ,得 
1] 1 1 l 0 0 


之 1 之 2 之 3 一 一 之 1 之 7 之 ] 之 3 一 一 之 1 


之 3 一 之] LOU3 一 TO 
妈 2 一 2 ee 


TU! TO Us | 这 /7 一 Tw YI 一 | 


一 《zs 一 21) (ws 一 WI) = (zs 一 241) (Ww, 一 tw1) 


二 0， 
即 we it 
显然 ,二 者 完全 相同 , 则 此 题 得 证 . 


例 32 知 有 为 单位 圆 内 点 ,a 为 复 平 面 上 点 ,证 明 : 
xc 一 6 | ] ， 当 |a| 一 ]， 


< 1， 当 |ecl < 1， 
1， 当 J]a| 计 1. 
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证 ” 当 |a| 二 1 时 ,因为 a 关 PB, 所 以 


ap8l lae-Bl _ la-8| le 一 Bl， 
1—ap| lalll—apBl lz 一 czpl 一 
当 |a| 过 1 时 ,由 
la— Bl:= (a— Pa—B)= jal:+t 1B — (Cap + ba) 
及 1 一 ap 一 (一 ap)(1-- ap) 
一 1 十 |el1p8 一 (ep 十 pa)， 
而 (1 — 18|l lal* 过 1 — 18|°, 
即 la 十 18 上 :过 1 十 lal*181?， 
所 以 ja 一 AL 一 


11 一 ap 
当 |a| 汪 > 1 时 ,上 式 中 (1 一 1812)1al: 1 一 18 上 :, 即 
lal? 十 |B? 守 1+ |al?:1B|:. 
所 以 > 
等 式 的 几何 意义 是 ; 当 8 为 单位 圆 内 点 ,而 a 分 别 为 单位 图 


上 、 圆 内 和 圆 外 点 时 ,对 应 的 点 = = - 分 别 在 单位 圆 上 、 圆 


内 和 圆 外 . 
例 33 证 明 : 复 平面 上 的 直线 方程 的 一 般 形式 为 
oz 二 Qa 之 十 C= 二 0， 
其 中 a 关 0 为 复数 ,C 为 实数 . 
证 ” 实 平面 上 的 直线 方程 为 
47 十 有 By 十 CC 一 0， 
其 中 4,B,C 均 为 实数 , 且 4,B 不 同时 为 零 .由 
之 十 之 


z 一 之 
A 7 +B—s |)+C=0, 
, A .BB A . BY- 
得 [2 -i3j:+|(+i3):+C=0. 
AN 4 .BB a 一 
仿 a 二 本 二 1, 印 得 和 十 和 十 二 0 有 < 天 (0 


* 023. 


反之 ,对 方程 wz 十 az 十 C=0, 设 a 二 4 十 iB 关 0, 则 有 
(4 十 ii)(z 一 1) 十 (4 一 1B)Gz 十 1y) 十 CC 一 0， 

得 2AzrT 十 2By 十 C=0. 
其 中 4A,B,C 均 为 实数 ,日 A,B 不 同时 为 零 . 

例 34 证 明 : 复 平面 上 的 贺 周 方程 的 一 般 形式 为 

zz 十 a 十 az 十 C= 二 0， 

其 中 a 为 复 常 数 ,C 为 实 常数 . 

证 ” 实 平面 上 的 圆周 方程 为 

(XC— X00) 二 (ym y) = R’, 


即 Z 十 》 一 2zzo 一 2yyo 十 ZI 十 % 一 忆 一 0. 

化 为 zz 一 (zo 一 iyo)z 一 (zo 十 iyo)z 十 (zx? 十 y3 一 R’:) 一 0， 
即 得 zz 十 az 十 az 十 CC 一 0. 

其 中 a 一 一 (zeo 十 1yo)，C 一 2 十 如一 玉 :. 


将 z 一 zz 十 iya 一 a 十 亡 代 人 二 十 下 十 呈 十 C=0, 得 
大 十 多 十 (aa 一 芭 )z 十 1y) 十 (十 i)(z 一 iy) 十 C= 王 0. 


化 为 Tz 十 YY 十 2at 十 26y 十 C=0， 
即 (zz 十 ad 十 (yy 十 6 一 4 十 天 一 C 
是 实 平面 上 的 圆周 方程 ， 


例 3 各 | = | 一 | =? | 一 |z3 | 一 ], 且 > 十 之 十 zs 一 0. 证 明 : 
zi,z2,zs 是 内 接 于 单位 圆 |z| = 1 的 一 个 正三 角形 的 顶点 . 
证 法 1 因为 ,由 本 节 例 27 推论 ,有 
EA 


由 zi 十 zz 十 zz3 一 0=>zi 十 zs 一 一 zs 一 > |z) 十 zz| = |zs| 一 1， 
得 zl 一 一 4 一 1 一 | 一 zj 一 v3. 
同 理 lzs—2z|= v3,|z~z2|= V3. 


所 以 ,三 角形 三 边 长 相等 且 等 于 VY 3 ,zi,z;,z; 是 内 接 于 单位 圆 的 
正三 角形 的 顶点 . 
证 法 2 设 x 闪 一 天 (cosl 十 sin0), 和 一 1,2,3, 一 1 一 | = |. 
外 24 和 


因为 zi 十 2 十 zs 二 0, 所 以 
cos0, 十 cos 由 十 cos 由 = 0， 
sino 十 Sino0, 十 sinl 一 0， 
(cost 十 cos0,)’ = (一 cos )， 
(sino 十 Sin0) = (— Sin03) 


将 两 边 相 加 ,得 

2 十 2cosbicosl 十 2sin0isin0, = ]， 
故 cos (6, — 0.) =— 方 一 4 — 0, = St. 
同 理 9, — 9, = $n. 


于 是 知 ,zi,z2,z3 是 内 接 于 单位 圆 的 正三 角形 图 1.7 
的 顶点 ,如 图 1.7 所 示 . 
证 法 3 因为 
(之 CO— 2) (2 C— 2,) (zz 一 之 3) 
= Zz 一 (zi 十 zz 十 2z;)2z’ 


十 《zlizz 十 Z123 十 X22Z3)Z 一 ZI1Z2Z3， 


一 一 | 
而 zl] 十 之 ;十 zs 一 0， zl) = 1 = > 
下 


] ] 
ZiZ2 十 zl1Z3 十 zz3 一 ZiZ2Z3| 一 十 一 十 一 
之 3 心 2 之 ] 


一 zl1Z22y (2) 十 2, 十 23) 一 0， 


所 以 (z — 21) (2 OO— 2) (2 一 23) 一 2 一 之 之? 之;。 
而 | 之 1 之 2Z3 | 一 1 , 故 之 19 忆 29 之 3 是 x 一 zizz23 二 0 的 三 个 根 ， 
是 内 接 于 单位 圆 和 的 正三 角形 的 顶点 . 


证 法 4 设 z 六 一 4 十 1 (k 二 1,2,3), 由 已 知 条 件 可 得 


i ,a 
X yi 二 1， 
yi 十 yz 十 yy3 二 0， 和 
将 zi = 二 一 (zz 十 X3) ,Yi 一 一 (yy 十 y3) 代 人 x 十 y= 二 1, 得 
同音 
24xZazs 十 yzys) 一 一 1 一 207 二 yy2) = 2(TiT 十 yiys)， 


* DOD。， 


所 以 (xi 一 X22) 十 (YC 一 y2) = (Ti X33) 十 (2 一) 
= (Xs 一 TI) 二 (3 — Y1)'， 
即 lz 一 zy| = |z,— zs| = |zs CO— zi|. 
于 是 知 ,zi,zs,zs 是 内 接 于 单位 圆 的 正三 角形 的 顶点 . 
例 36 硅 a,B6,7,0 为 复 平 面 上 的 四 个 上 后, 证明. 


(1) 向 量 酰 与 李 间 的 夹 角 为 arg 二 


(2) 过 点 4,B 的 直线 与 过 ”2 的 直线 平行 的 条 件 是 


Im > $s 一 0， 
垂直 的 条 件 是 
eo—b 
Re e 了 一 8 一 0. 


证 ”(1) 向 量 B2 与 正 实 轴 夹 角 为 arg(a 一 8),57 与 正 实 轴 夹 
角 为 arg(7 一 6), 因 此 pa 与 名 之 间 的 夹 角 为 
Bp 


arg (a — 有) — arg(7— 0) = arg 了 一 人 


(2) 两 直线 平行 的 条 件 是 配 与 殉 平行 ,因而 ?二 $ = :( 实 
数 ). 所 以 ,Im 5 二 = 0. 


两 直线 垂直 的 条 件 是 琶 与 政和 直 , 即 其 辐 角 相差 一 ,有 一 


2 
= te e” 一/ cos 了 十 isin 也 了 | 一 i (为 实数 ) 所 以 ， Re7 一 一 0. 
例 37 证明; 平面 上 三 点 4a,B,Y 共 线 的 充 要 条 件 是 
1 1 1 
Ims—=h=0, 即 |a 8 7|=0. 
a pp 7 
证 a,B,7 三 点 共 线 , 即 向 量 Ba 与 Ya 平行 ,由 例 36C(2) 知 ， 
aa 一 六 


a— Bb , a—p a—p 
二 +(《 空 ) 一 > 一 一 一 9 
a 7 实数 pa ZY 
1 1 1 
而 a 万 了 [=0 一 一- “二 人 
& 一 少 Qa 一 y》 
a 有 7 
例 38 证 明 :平面 上 四 点 之 1 9 之 2 之 3 之 4 共 圆 的 


充 要 条 件 是 
“1 23, 
Zs — 23 过 一 实数 . 


证 因为 T1929 9 Td 共 圆 的 充 要 条 件 是 : 
人 ZI1Z422 一 人 Z1Z3& 一 0 ,如 图 ].8 所 示 . 


图 1.8 
由 本 节 例 36(1) 知 
arg 二 一: =—0 十 2kX， QT 区 4 一 O 十 2A1T， 
之 2 之 3 2 -全 六 4 


其 中 ,ki 为 整数 ,因此 


2A1 一 Z3 ZI 一 4 


Zi 一 芝 Zi 一 之 
一 arg arg : 一 2(k — k,)x, 


a 
例 39 大 1z| = 二 |z;| = |z;|, 证 明 : 
3 
arg z, 二 一 2 arg z 


证 ”因为 三 点 的 模 相 等 ,所 以 三 点 必 位 于 
” 圆心 在 原点 的 同一 圆周 上 . 且 


之 3 ~ 之 2 


arg 一 arg (zs — 22) — arg (zs 一 之 ] ) 


之 3 一 之] 


图 1.9 


= Ww, 


之 2 
arg ~ 一 argz: 一 argz! 一 bp. 
1 


由 图 1.9 可 知 ,a 是 圆周 角 ,p 是 同一 圆 弧 所 对 的 圆心 角 , 由 平 
。27 。 


面 几 何 的 定理 知 8 二 2c. 故 


第 二 广 。” 复 球 面 与 平面 区 域 


主要 内 容 


作 一 个 与 复 平 面 切 于 原点 o 的 球 
面 . 将 原点 称 为 S( 南 极 ), 过 S 且 垂 直 > 
平面 的 直线 与 球面 交 于 点 N( 北 极 ). 则 
球面 上 任 一 点 了 都 有 复 平 面 上 一 点 zz 与 
之 对 应 (规定 点 N 与 点 ce 对 应 ) ,因而 球 
面 上 每 一 点 都 有 惟一 的 一 个 复数 z 与 之 

1. 10 ”对 应 . 球面 称 为 复 球面 . 

二 ,区 域 - 

1. 平面 上 以 z。 为 中 心 .306 > 0) 为 半径 的 圆 |z 一 zo| 之 6 内 
部 的 点 的 集合 称 为 zo 的 邻 域 ,0 过 |z 一 zo| 二 5 称 z。 的 去 心 邻 域 . 

2. 设 为 平面 点 集 . 车 对 任 一 zo。€ DD， 存在 z。 的 一 个 邻 域 ， 使 
邻 域内 的 点 全 属于 DD , 则 称 zo 为 D 的 内 局 ; 右 已 的 每 个 点 都 是 内 
点 , 则 万 称 为 开 集 ， ”| 

在 万 是 一 个 开 集 ， 且 忆 中 任何 两 点 都 可 以 用 完全 属于 万 的 折 
线 连 接 起 来 , 则 D 是 连通 的 , 称 为 一 个 区 域 . 

车 PED, 但 在 P 的 任意 小 邻 域内 总 含有 口 的 点 , 称 P 为 品 的 
边界 点 ,D 的 所 有 边界 点 组 成 DD 的 边界 (不 一 定 连续 ). 

区 域 D 及 其 边界 构成 闭 区 域 D. 

. 28 e 


一 个 区 域 忆 内 的 所 有 点 z 满 足 jzj| 二 MH, 则 称 D 是 有 界 的 . 

3. 单 连 通 域 与 多 连通 域 

(1) 设 z 人 2) 二 (十 iy(00) (aa 委 上 和 0), 其 中 zt) yl) 是 实 
变量 上 的 连续 函数 , 则 zf(i) 表示 复 平 面 上 的 连续 曲线 C. 车 对 1 的 每 
一 值 ,Lz GO 时 十 Ly (7) 下 关 0,; 则 称 z(2) 为 光滑 曲线 .za) 和 z(5) 
称 为 曲线 C 的 起 点 与 终点 . 阁 对 a 二 之 b,a 二 三 5b, 当 刀 关 
而 有 z(41) 二 z(t2) 时 ,点 z(t) 称 为 曲线 C 的 重点 .没有 重点 的 连 
续 曲 线 称 为 简单 曲线 或 约 当 (Jardan) 曲线 . 

任意 一 条 和 傈 单 闭 曲线 C 把 复 平 面 分 为 三 个 不 相交 的 点 集 : 有 
界 区 域 , 称 为 C 的 内 部 ;无 界 区 域 , 称 为 C 的 外 部 ;C, 称 为 内 部 与 外 
部 的 边界 . 

(2) 寿 在 复 平面 上 区 域 B 内 任 作 一 条 简单 闭 曲线 ,其 内 部 总 
属于 8B, 则 称 B 为 单 连通 域 . 癌 B 不 是 单 连通 域 , 则 B 是 多 连通 域 . 


泛 难 解析 


1. 为 什么 在 候 平 面 中 规定 无 穷 远 点 只 是 一 个 点 ? 

答 ”在 实数 中 ,ce 分 为 十 00 与 一 oo, 对 应 于 数 轴 两 端 无 限 
远 处 的 点 ,而 在 复 平面 上 只 有 惟一 的 无 限 远 点 co. 这 是 因为 ,由 复 
球面 上 点 与 复 平面 上 点 的 一 一 对 应 性 , 复 球 面 的 北极 N 与 拓 广 的 
复 乎 面 上 惟一 的 无 穷 远 点 构成 一 一 对 应 . 

引入 崔 一 的 无 穷 远 点 在 理论 上 有 重大 的 意义 , 它 不 仅 可 以 作 
为 复 平 面 惟 一 的 边界 点 ,而 且 还 可 以 存在 自己 的 邻 域 . 

2. 无 穷 远 点 的 数学 意义 是 什么 ? 它 存 在 哪些 运算 ? 

和 葵 复 平 面 加 上 无 穷 远 点 后 称 为 扩充 复 平 面 或 拓 广 复 平面 . 
复 平面 又 称 为 有 限 复 平面 . 

”复数 ce 的 实 部 、. 虚 部 和 辐 角 均 无 意义 ,复数 co 的 模 规定 为 
ce| = 十 co. 规定 关于 oo 的 四 则 运算 为 
& 十 coce 一 co 十 & 一 coyQ& 一 oo 一 co 一 Qu 一 co， 


。2g9 。 


其 中 a 是 不 等 于 oo 的 复数 (又 称 为 有 限 点 ). 

3. 复数 平面 区 域 的 概念 与 微 积分 中 二 元 函数 区 域 的 概念 是 
否 相 同 ? 

答 ”可 以 认为 相同 . 因为 复数 z 对 应 复 平面 上 的 点 《x,y), 所 
以 复数 与 微 积 分 中 二 元 消 数 有 密切 的 关系 . 如 对 复 变 函数 ww = 
7 (z) 的 研究 就 可 以 化 为 对 一 对 实 二 元 函数 的 研究 ,从 而 使 我 们 可 
以 利用 微 积分 中 学 到 的 知识 来 分 析 . 讨论 和 解决 问题 . 

4， 集 合 C 的 内 点 与 聚 点 (或 极限 点 ) 有 什么 区 别 ? 

答 “在 对 于 集合 G,z。 为 平面 上 一 点 ,车 在 z。 的 任 一 邻 域内 
都 含有 G 的 无 穷 多 个 点 , 则 称 ze 为 C 的 一 个 聚 点 . 岂 下 五 个 襄 法 是 
互相 等 价 的 : 

(1) zo 为 G 的 聚 点 ; 

(2) ze 的 任 一 邻 域内 含有 G 的 无 穷 多 个 点 ; 

(3) ze 的 任 一 邻 域内 至 少 含有 异 于 ze 而 属于 G 的 一 个 点 ; 

(4) zo 的 任 一 邻 域内 至 少 含有 G 的 两 个 点 

(5) 可 在 C 中 取出 点 列 = zy， 和 yz (z, 天 20), 而 z, LL zo 
为 极限 . 即 对 任 给 。 二 0, 存在 N 汪 >0, 当 n>>N 时 ,|z, 一 zo| 二 e. 

属于 C 又 不 是 C 的 聚 点 的 点 称 为 G 的 孤立 点 . 

案 点 与 内 点 不 同 . 内 点 是 聚 点 ,但 聚 点 不 一 定 属于 G, 不 一 定 


是 内 点 .如 0 是 点 列 1, 却 ,…, 二,… 的 聚 点 ,但 不 是 内 点 . 边界 点 
可能 是 点 ,也 可 能 不 是 


方法 、 技巧 与 典型 例题 分 析 


平面 区 域 问题 主要 是 认识 数 与 形 之 间 的 关系 , 即 由 等 式 或 不 

等 式 确定 平面 区 域 的 图 形 ,或 由 平面 区 域 的 图 形 写 出 其 等 式 或 不 

等 式 表 示 . 解 此 类 问题 主要 利用 平面 几何 知识 与 复数 的 基本 概念 
。30 。 


进行 ,注意 几 个 条 件 共 同 满足 下 区 域 的 确定 . 
例 1 试 写 出 复 平面 上 圆 的 几 种 表示 式 . 
解 ”常用 的 圆 的 表示 式 有 三 种 ， 
= 一 zo| 三 7 表示 以 zx 为 圆心 .为 半径 的 圆周. 
zz 十 az 十 az 十 CC 一 0,a 为 复数 ,C 为 实数 . 
zx 一 zo 十 re((0 委 0 委 2r) 表示 以 ze 为 圆心 .半径 为 > 的 圆周 . 
zz 十 az 十 ax 十 C 一 0 表示 圆周 ,可 参看 上 节 例 34 的 证 明 . 


由 |z 一 za| =r=>|lz 一 zl 一 (一 zx) 人 一 5) 一 天 
化 为 zz 一 zoz 一 zoz 一 ”二 0, 即 有 上 面 的 形式 . 
又 由 Iz 一 zo 二 7 则 z 一 zo 二 re" 一 >z 二 zo 十 re 
例 2 满足 下 列 关 系 式 
cos0 < r < 2c0s0 <0< 


的 点 二 一 r(cosl 十 isin9) 是 否 构 成 区 域 ?车 构成 区 域 ,是 单 连通 域 
还 是 复 连通 域 ? 
解 由 z=Z 十 iy 一 r(cos0O 十 isin0) 知 ， y 


六 一 VZ 十 多 ， cosf 一 = 


Vr! Fy 
sing = > 
/Ty 


因为 cos6 过 7 二 2cos9, 所 以 
zrz++y < 过 2x. 


图 1.11 


得 | 二 一 于 | 十 六 > [二] 和 (Cz 一 1 十 y < 之 1. 故 满足 关系 式 


的 点 集 充 满 以 xs 一 1 为 图 心 .半径 为 1 的 圆 内 部 ,而 在 以 = 一 圭 为 


圆心 ,半径 为 二 的 圆 外 部 区 域 ( 见 图 1. 11). 
例 3 ”一 个 矩形 的 内 部 是 不 是 区 域 ? 它 的 内 部 加 上 它 边 界 上 的 一 
点 是 不 是 区 域 ? 它 的 内 部 加 上 它 外 部 的 一 点 是 不 是 区 域 ?为 什么 ? 
答 ”矩形 的 内 部 是 一 个 区 域 ,因为 它 满足 是 一 个 开 集 、 并 且 
电 3] S 


单 连通 这 两 个 要 求 . 

矩形 内 部 加 上 它 边 界 上 的 一 点 Pi 不 是 区 域 ,因为 这 时 Pi 不 
是 内 点 ,所 以 不 是 开 集 . 

同 理 , 和 矩形 内 部 加 上 它 外 部 的 一 点 P; 也 不 是 一 个 区 域 . 

例 4 设 集合 G 为 所 有 满足 |z| < 1 的 点 = 所 构成 ,证 明 ， 

(1) 对 任 一 ze EC,ze 为 内 点 ;G 为 开 集 ; 

(2) 集合 |z| 三 1 上 任 一 点 zi 都 是 G 的 聚 点 ,|z| 志 1 是 闭 集 ; 

(3) 集合 |z| > 1 上任 一 点 z; 都 是 G 的 外 点 . 

证 《1) 对 于 C 中 任 一 点 zo, 都 可 以 构造 
一 个 位 于 C 内 的 、 圆心 为 z、 半径 小 于 
1 一 |zo|(|zo| 过 1) 的 图 SC(zo). 所 以 zx 为 内 
点 , 且 |z| < 1 为 开 集 . 
(2) 显然 ,G 中 每 一 点 都 是 聚 点 . 而 对 zi， 
图 1. 12 耕 |zi| 一 1 则 > 的 任 一 邻 域内 含有 C 的 无 穷 
多 个 点 , 故 也 是 G 的 聚 点 . 因而 ,集合 |z| < 1 
的 所 有 译 点 的 寨 合 为 |z| 过 1, 即 |z| 之 1 为 闭 集 . 

(3) 对 任何 一 个 |zz| 之 1 的 点 二 ,可 以 构造 一 个 以 =: 为 中 心 、 
半径 小 于 |zs| 一 1 的 圆 S(z?), 圆 中 任何 一 个 点 都 不 属于 |z| 之 1. 
所 以 ,zz 为 G 的 外 点 . 

其 图 形 如 图 1.12 所 示 . 

例 5 证 明 ， 由 贺 |z 一 1| 过 1 与 jz 十 1| 二 1 的 内 部 所 成 的 
集合 是 开 集 但 不 是 区 域 . 

证 “如 图 1.13 所 示 , 因 为 已 全 部 由 内 ， 
点 组 成 ,所 以 五 是 开 集 . 但 是 ,E 不 是 连通 一、 
的 ,对 于 |z 一 1| 二 1 内 任 一 点 zi 和 |z 十 1| FY 
二 1 内 任 一 点 =, 无 法 用 一 条 完全 属于 已 的 个 


折线 连接 起 来 ,所 以 五 不 是 一 个 区 域 . 
例 6 指出 下 列 各 题 中 点 z 的 轨迹 或 所 图 1.13 


De 


在 区 域 ,并 作 图 . 


(1) Re(z + 2) =— 1; (2) Ilz—xz|l= |z— 2,|; 
(3) Iz 二 1| 二 |z 一 2|=5; (4) | 一 3| 一 | 十 2|1 一 1 
(5) Im(2:) > 1; (6) |z| + Relz| < 之 1; 

(7) bt (8) Di < Im(z) < b,. 


分 析 ， 一 般 用 两 种 方法 来 进行 分 析 和 确定 . 一 是 由 几何 方法 
分 析 ,将 等 式 或 不 等 式 变形 , 找 出 动 点 的 轨迹 ,然后 画 出 图 形 ;二 是 
由 代数 方法 分 析 ,将 等 式 或 不 等 式 化 为 曲线 的 标准 方程 ,从 而 确定 
轨迹 与 图形 ， 

解 〈1) 用 几何 方法 .由 

Re(z 十 2) =— 1=>Re(z) 十 Re(2) =— 1=>R=—3 
知 , 动 点 实 部 等 于 一 3, 虚 部 任意 ,是 过 点 z 王 一 3 且 平 行 虚 轴 的 直 
线 ( 见 图 1. 14a )， : 

用 代数 方法 .可 设 2= 二 + 十 iy, 由 Re(z 十 2) = 二 一 1, 得 z= 
一 3,y 任意 ,是 过 点 < = 二 一 3 且 平 行 虚 轴 的 一 条 直线 . ， 


图 1.14 


《2) 用 几何 方法 . 知 动 点 = 到 和 zs 距离 相等 ,所 以 = 的 轨迹 
是 线段 xz: 的 牌 直 平分 线 ， | 
用 代数 方法 . 令 z= 二 工 十 iy,zi == zi 十 iyi,zs 二 XZy 十 iys, 代 入 
方程 jz 一 2 = |z 一 Zz | 得 


VT— TX) 二 Cy y= V(r rc) (yo y,). 
两 边 平方 后 经 整理 得 
。33 。 


y 一半 于 迷 一 一 于 二 于 | 一 全 太守 | 
6 2 YI 2 


是 一 条 直线 , 且 过 瑟瑟 的 中 点 | 王 六 于 ,时 寺 尖 | ,斜率 4 一 


2 
一 一 (而 zz 的 斜率 为 如 一 天 一 全) 故 该 直线 是 zizi 的 重 
直 平 分 线 ( 见 图 1. 14b). 

下 面 各 题 我 们 只 给 出 一 种 分 析 方 法 ， 清 读者 自 已 尝 试用 其 人 它 
方法 分 析 . 

(3) 等 式 表示 到 点 zi = 一 1 的 距离 到 点 zs = 2 的 距离 之 和 为 
5 的 动 点 z 的 轨迹 .由 解析 几何 知识 知 , 这 是 一 个 以 二 = 一 1 与 zz 
一 2 为 焦点 的 椭圆 ( 见 图 1. 14c). 

(4) 等 式 表示 到 点 zx: = 3 的 距离 与 到 点 z; = 一 2 的 距离 之 差 
为 1 的 动 点 z 的 轨迹 , 由 解析 几何 知识 知 ,这 是 一 对 以 点 zl 一 3 和 
zz 一 一 2 为 焦点 的 双 曲 线 ( 见 图 1, 15a). 


图 1. 15 
(5) 设 z= 二 XT 十 1y, 则 2z:= 二 TT 一 yy 十 21izy. 由 Im(z:) 二 1 得 


2ry 守 1, 即 xy > 广 , 是 双 曲线 外 区 域 ( 见 图 1. 15b). 
(6) 设 = 二 工 十 iy, 则 不 等 式 化 为 VZ 干 严 十 zx 过 1, 即 
VT 二 yy 之 1 一 X=>y 过 ~ 2|z 一 去 |， 


2 
是 抛物 线 左 边区 域 ( 见 图 1. 15c). 
。 34。 


(7) 设 z= 二 zz 十 iy,; 则 |z 一 1| 研 |z 十 1| 化 为 
(一 六 十 光志 VC 十 1 入 十 六， 
平方 后 化 简 , 得 zz 之 0, 是 包括 虚 轴 在 内 的 右 半 和 平面 ( 见 图 1. 16a ). 


(8) bi 二 Im(z) 过 6b, 表示 虚 部 介 于 6 与 5b; 则 的 复数 z 形 成 的 
带 形 域 ( 见 图 1. 16b). 


图 1. 16 


例 7 满足 下 列 条 件 的 点 集 是 什么 ?如 果 是 区 域 , 是 单 连通 域 
还 是 多 连通 域 ? 


(1) Im(z) = 3; (2) Re(z) > ; (3) |z—i| 志 lz 二 i|; 


(4) 1Re(z)| > 1; (5) |z| < 1,Re(z) 委 六 


(6) 0<arg(z 一 1) 二 1， 2 < Re(z) < 3; 
(7)z 十 |z| 关 0. 


图 1.17 


解 (1) 是 过 点 3i 且 平行 于 实 轴 的 一 条 直线 ,不 是 区 域 ( 见 图 


e 235 。 


1. 17a). 


(2) 是 以 = = 元 为 左边 界 (不 含 ) 的 右 半 平面 ( 见 图 1. 17b)， 
是 单 连通 域 . 

(3) | > 一 计 委 12 十 让 = V5 ,是 以 i 为 圆心 、V 5 为 半径 的 
圆 域 ,是 一 个 闭 区 域 . 单 连通 域 ( 见 图 1. 17c). 

(4) 是 直线 x = 一 1 左 半 平面 ,直线 x = 1 右 半 平 面 (不 含 直 
线 ), 是 开 集 不 是 区 域 ( 见 图 1. 18a ). 

(5) 是 以 原点 为 圆心 .1 为 半径 的 圆 内 部 ,直线 y = 广 ( 含 直 
线 ) 左边 ,是 闭 区 域 . 单 连通 域 ( 见 图 1. 18b). 

(6) 是 以 直线 x = 二 2 和 x = 3 为 平行 边 ,直线 arg(z 一 1) = 7 
和 实 轴 为 两 腰 的 梯形 内 部 ,是 单 连通 域 ( 见 图 1. 18c). 


图 1. 18 
3 (7) 设 z= 二 工 十 iy, 则 z 十 |z| 关 0 化 


为 zx 十 YZ 十 六 十 iy 关 0, 即 为 一 下 二 
负 实 轴 与 原点 的 平面 ， 是 单 连通 域 ( 见 


ZY A 1. 19). 


例 8 下 列 方程 表示 什么 样 的 曲线 ? 
图 1. 19 (1)z=1++it, 0<1t1; 


| (2) z = 3e°", 0 S&LtE1; 
(3)z 二 1 十 二 十 ,0 人 1 1; 
es 36 >»* 


(4) Re(z?) 一 天 ,0 为 实 币 数 ; 

(5) |z 十 al 十 Iz 一 al = 二 6, a,b 均 为 正 实数 ; 

(6) |z 一 a| 二 Re(z 一 5), a,b 均 为 实 第 数 . 

解 (1) 由 z= 二 xX 十 iy,; 得 7 二 1,y 二 + (0 二 t 全 1), 是 由 扩 
zi 一 1 到 点 zz 三 1 十 1 的 直线 段 . 

(2) 因为 3e** = 二 3cos27t 十 3isin2rt ,所 以 工 一 3cos2rziy 一 
3sin2xt (0 委 上 委 1), 是 以 zo=0 为 圆心 、3 为 半径 的 圆周 (地 时 针 
方 同 ). 

(3) 由 z= 二 zx 十 iy, 得 z= 二 1 十 上 ,y= 二 t (0 声 1 过 1), 是 抛物 
线 交 一 工 一 1 上 由 点 z 一 1 到 点 zz 三 2 十 1 的 一 段 弧 . 

(4) 由 z= 二 x 十 iy, 得 Re[ (x 一 y) 十 i2xyj] 二 6b, 即 zx 一 y 
二 放 是 一 组 双 有 曲线 . 

(5) 由 z= 二 工 十 1y, 得 

Va Ty VE a Ty +b, 
两 边 平方 后 化 简 ,得 
— 4at— b=— 2b V(ria) i 
两 边 再 平方 后 化 简 ,得 


Ts’ 2 


1 
b/(4b: — 16a) bb:/4 
当 b5 > 2a 时 ,z 的 轨迹 为 一 椭圆; 当 65 = 2a 时 ,z 的 轨迹 缩 为 一 点 . 
(6) 原 式 化 为 V(z 一 a 关 十 光一 工 一 0 两 边 平方 ,得 
(zz 一 4 和 十 一 (一 0) ， 
即 yO— (Pa)= 2(4 ~ bn 
是 一 条 开口 向 右 的 抛物 线 . 
例 9 写 出 下 列 点 集 的 内 点 、 外 点 和 边界 所 . 


(1) 0 Re(iz) <4; (2)0&arg < 于 Iz| > 3. 
解 ” (1) 设 z== 工 十 iy, 则 Re(iz) = 一 y, 于 是 


1. 


。 337» 


0 有 委 Rekiz) < 4 之 一 4 捷 y 委 
内 点 集合 :{z = 二 7 十 iy| 一 4 之 yy 二 0); 
外 点 集合 :(z 一 工 十 ty 二 0Uy< 二 一 4) 
边界 点 集合 :{z = 二 + 十 iy|y 二 0Uy= 一 4. 


(2) 设 > 一 re 由 |z| 伍 3,0 科 argz 过 了 了 ,于 是 


内 点 集合 :|= 一 re e?10<0< > 3 

外 点 集合 : = 一 <0<2rr < 3 

边界 点 集合 :(z 二 re”19 一 0 上 且 +r 之 3,9 一 关上 且 r 之 3,0 < 
< 了 上 且 r 一 3 

例 10 下 式 表示 什么 样 的 曲线 : 

(1) arg 兰 一 一 ai (2) | 一 4， 4 为 实数 . 


解 (1) 由 z= 二 TXT 十 1y,;z 十 1 二 十 1 十 1y,z 一 1 二 ZX 一 1 
十 1y，, 得 : 


> 一 yy y 
arg z 1 arctan arctan 二 十 了 
__ ZY 
arcan Tz yl CQ ， 
， 2 
所 以 / TT = tana, 


即 Tz: 二 yO— 1= 2ycota—>zr’ 十 (y — cota)’: = csc’a, 
是 一 圆心 为 cote、 半 径 为 csca 的 圆周 . 
(2) 由 zx 一 工 十 iy， 得 
V(r I+iy=a V(rtiy+y, 
化 简 得 (1 一 a)( 十 六 ) 一 2 十 2)z 十 (1 一) 二 0. 当 «a= 
1 时 是 直线 区 = 二 0, 当 a 关 1 时 是 圆周 . 
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第 三 六 ” 复 变 滑 数 、 极 限 与 连续 性 


主要 内 容 


一 、 复 变 函 数 

1. 设 G 是 一 个 复数 z = 工 十 iy 的 集合 ,如 果 存 在 一 个 确定 的 
法 则 ,使 对 于 集合 G 中 的 每 一 个 复数 = 都 有 一 个 或 几 个 复数 凤 一 z 
十 iv 与 之 对 应 , 则 称 复 变 数 w 是 复 变 数 z 的 函数 , 记 作 w= f(z). 

一 个 z 值 对 应 w 的 一 个 值 , 则 函数 是 单 值 的 ;车 一 个 z 值 对 应 忆 
的 多 个 值 , 则 函数 是 多 值 的 . 

2. 用 = 平面 上 的 点 表示 自 变 量 z 的 值 , 用 zw 平面 上 的 点 表示 
函数 世 的 值 , 则 函数 w= f(z) 在 几何 上 可 以 看 作 z 平 面 上 一 个 点 
集 G( 定 义 集 合 ) 到 ww 平面 上 一 个 集合 G" (函数 值 集合 ) 的 映射 
(变换 ), 又 称 为 w 二 f(z) 构成 的 映射 . = 称 为 ww 的 原 像 ,w 称 为 = 
的 映像 . 

3. 车 函数 w= f(z) 的 定义 集合 为 = 平面 上 的 G， 函数 值 集合 
为 忆 平 面 上 的 G' , 则 G" 中 的 每 一 个 点 w 必 对 应 G 中 的 一 个 (或 
几 个 ) 点 ,于 是 在 G" 上 确定 了 一 个 单 值 ( 或 多 值 ) 函数 > = p(w)， 
称 为 函数 w = f(z) 的 反应 数 , 也 称 为 映射 w = f(z) 的 逆 映 射 

对 任意 w EG, 有 w= 二 f[9Cw)]. 

当 反 函数 为 单 值 时 ,有 z= f(z)],z € G. 

车 w= f(z) 与 z 二 plw) 都 是 单 值 的 , 则 称 函 数 (映射 )w = 
f(z) 是 一 一 对 应 的 . 也 称 集 合 G 和 C” 是 一 一 对 应 的 . 若 之 1 天 已 2 
f(zi) 天 f(z,),w 二 f(z) 称 为 单 叶 函数 . 

二 、 复 变 函 数 的 极限 

1， 设 函数 zw = f(z) 定义 在 z。 的 去 心 邻 域 0 二 |z 一 zo| <e 

和 0 s 


时 ,车 有 一 确定 的 数 4 存 在 ,对 于 任 给 的 ce 二 0, 恒 有 一 正 数 6(e) 
(0 过 6 之 p), 使 得 当 0 过 1z 一 zo| < 过 5 时 ,有 |f(z) 一 A| 达 e, 则 
称 4 为 F(z) 当 = 趋向 于 zs 时 的 极限 , 记 作 

lim/ (2) 一 4 或 jf(z)~— A (z — zo,). 


注意 “z 趋向 于 >。 的 方式 是 任意 的 . 
“2. 极限 计算 有 以 下 两 个 定理 . 
定理 1 设 j(z)=u(x,yy) T+ iv(r,y),A=wtivo,20 = Xo 
+ iyo, 则 lim/ Cz) = 4 的 充 要 条 件 是 


.imx(Zyy) = uos limv(z,y) = 一 Vo. 


= 
+0 


yyo yy 


即 复 变 函 数 忆 = f(z) = w(x,y) 十 iv(z,y) 的 极限 存在 等 价 于 其 
实 部 u(t,y) 和 虚 部 v(x,y) 的 极限 同时 存在 . 
定理 2 如 果 limf(z) 一 A,limg(z) = B, 则 


(1) limf[Fz) 土 g(z)] 一 4 十 万 ; 


(3) lim Ac _ $ (B 天 0). 
ez g(Z ) | 
: =. 复 妆 本 数 的 连续 人 / 


1. 如 果 lim/(z) 一 ACOF 则 称 函数 f(z) 在 x。 连续 . 如 采 


f(z) 在 区 域 D 内 处 处 连续 , 称 Ge) 在 D 内 连续 . 

2. 关于 连续 性 有 以 下 两 个 定理 . 

定理 3 函数 f(z) 二 w(x,y) 十 iv(ryy) 在 zo = zo 十 ix。 处 
处 连续 的 充 要 条 件 是 :u(rT,y) 和 wv(z,y) 在 (zo,yo) 连续 , 即 复 变 
消 数 多 二 f(z) 二 w(x,y) 十 iv(T,y) 在 z。 == zo 十 iyo 连续 等 价 于 
其 实 部 x(x,y) 和 虚 部 v(x,y) 同时 在 (zo,yo) 连续 . 

定理 4 (1) 在 z。 连 续 的 两 个 函数 /(z) 与 g(z) 的 和 、 差 、 积 、 
商 ( 分 母 在 zo 不 为 零 ) 在 zo 仍 连 续 . 
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(2) 如 果 函 数 h 二 g(z) 在 zo 连续 ,函数 ww = 二 f(z) 在 ho 一 
8 (zo) 连续 , 则 复合 函数 记 二 flLg(z)] 在 z。 连续. 

3 有理 整 胸 数 包 = 二 P(z) 一 ao 十 az 十 az 十 … 十 ax" 在 
复 平面 上 处 处 连续 . 

有 理 分 式 函 数 岂 二 P(z)/Q(z) (P(z),Q(z) 是 有 理 整 函数 ) 
在 复 平面 上 使 分 母 不 为 零 的 点 处 处 连续 . 

大 limyj (z) 二 f(zo) ,zx EC, 则 称 函数 f(z) 在 曲线 C 上 连续 . 

4. 有 界 闭 集 上 连续 函数 的 性 质 

设 c 为 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 ,函数 芭 = f(z) 在 C 上 连续 , 则 

(1) 上 细 数 /z) 在 闭 集 C 上 有 界 , 即 存在 常数 M ,使 对 于 任 何 > 
ECG, 都 有 |f(z)| 才 MM. : 

在 闭 曲 线 或 包含 曲线 端点 在 内 的 曲线 段 上 连续 的 跑 数 f(z) 
在 财 曲 线 上 有 界 , 即 有 1/ (z)| 夺 MM. 

(2) 函数 | 7/(z)| 在 闭 集 G 上 达到 最 大 值 与 最 小 值 , 即 在 G 上 
存在 > 和 x”, 使 得 z EC, 且 

f(z) |fC2)| | fz) |. 
(3) 黄 数 /(z) 在 闭 集 G 上 一 致 连续 . 


疑难 解析 


1. 函数 .映射 和 变换 是 否 是 同一 概念 ? 

答 ”函数 .映射 和 变换 都 是 一 种 对 应 关系 的 反映 ,它们 是 同 
一 概念 . 在 分 析 中 ,习惯 把 变量 之 间 的 对 应 关系 称 为 函数 ,如 zw = 
/z) 就 反映 在 确定 的 法 则 下 ,集合 G 中 的 数 z 与 集合 G' 中 的 数 世 
的 一 种 函数 关系 ;在 几何 中 ,习惯 把 两 个 点 集 之 间 的 对 应 关系 称 为 
映射 ,如 w= 二 f(z) 就 反映 xz 平面 上 一 个 点 集 G 与 ww 平面 上 一 个 点 
集 G" 的 映射 关系 ;而 代数 中 ,又 把 变量 之 间 的 对 应 关系 称 为 变 
换 ,如 ww == f(z) 就 反映 集合 G 到 集合 G* 的 变换 关系 . 
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因此 ,在 复 变 函数 中 我 们 不 再 区 分 函数 、 上 映射 和 变换 ,而 把 它 
们 都 看 作 = 平面 上 集合 C 与 也 平面 上 集合 C ”之 间 的 一 种 对 应 . 

2. 复 变 函数 ww = f(z) 与 实 变 函 数 有 什么 关系 ? 

答 。” 设 z= 二 TX 十 iyyw 二 十 0; 则 w= f(z) = u(x,y) 十 
iv(z,y), 所 以 一 个 复 变 函数 w = f(z) 相当 于 定义 两 个 实 变 函数 
二 u(x,y) 和 vv 二 v(z,y). 讨论 一 个 复 变 蚂 数 w = f(z) 的 极限 与 
连续 性 就 需要 讨论 两 个 实 二 元 函数 的 极限 与 连续 性 . 

复 变 函数 的 定义 虽然 在 形式 上 与 实 一 元 函数 的 定义 几乎 完全 
一 致 ,但 反映 的 实质 却 不 相同 . 复 变 函数 反 喘 = 平面 上 点 集 C 与 z 
平面 上 点 集 C ”的 对 应 关系 ,需要 两 个 平面 来 表示 ;而 实 一 元 函数 
双 映 两 个 实 轴 上 扣 集 之 间 的 对 应 关系 ,只 需 用 一 个 平面 上 的 一 条 
曲线 就 可 以 直观 地 表示 ,显然 要 简单 得 多 . 

3. siinieinte nn 的 方式 是 
任意 的 ? 

答 。 复 变 函数 岂 二 /f(z) 当 z 一 z。 的 极限 与 实 变 函 数 y= 
f(z) 当 工 一 zo 的 极限 在 形式 十 与 叙述 方法 上 几乎 一 致 ,但 要 求 却 
大 不 相同 . 

对 极限 lim/(z) 而 言 ,z 只 能 在 轴 上 取 值 ,z > 志 只 能 从 左 、 


从 右 或 时 左 时 右 地 在 直线 方向 上 发 生 . 而 对 极限 limj (z) 来 说 ,= 


在 复 平面 上 取 值 ,z -> zo 可 以 从 任意 方向 、 以 任意 方式 发 生 : 所 以 ， 
必须 强调 在 z 一 zo 的 任意 方式 下 极限 的 惟一 性 ， 因而 对 浮 数 的 要 
求 更 高 ,更 严格 . 

但 是 ,两 个 极限 的 几何 意义 是 完全 相同 的 .， 即 只 要 xz( 或 x) 进 
入 zo( 或 zo) 的 6 邻 域 , 它 的 像 点 f(z) (或 f(z)) 就 进入 4 的 e 邻 
域 ,只 是 以 圆 形 的 6 邻 域 代替 了 数 轴 上 的 4 邻 域 . 正 因 为 如 此 ， 
/f(z) 与 f(x) 有 相同 的 极限 运算 法 则 . 

二 42 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 复 变 函 数 概 念 

处 理 复 变 函数 问题 首先 想到 的 应 该 是 它 与 实 二 元 函数 的 庆 
系 , 因此 要 以 实 二 元 函数 的 要 求 来 进行 讨论 . 因为 函数 、 映 射 和 变 
换 是 一 致 的 ,我 们 还 可 以 用 几何 和 代数 方法 进行 讨论 . 

例 1 求 下 列 函 数 的 定义 域 , 并 判断 这 些 函 数 在 定义 域内 是 
否 为 连续 函数 . 

(1) w= |z|; (2) w = 2’; (3) w = 

(4) w= Hz (5)w= Vzi— 3z+2; 

(6) w= Vz (2—i)z— 2. 

解 〈1) 定义 域 是 整个 复 平面 . 因为 ||z| 一 |zoli1 委 |z 一 zx。 
对 任意 z。 都 成 立 , 所 以 , = |z| 在 全 平面 都 连续 . 

(2) 定义 域 是 全 平面 . 因为 w = 二 zz 在 全 平面 连续 ,所 以 w= zi 
在 全 平面 连续 . 

《3) 定义 域 是 除去 点 z 二 一 2 的 全 平面 . 因为 分 子 、 分 母 都 是 
在 全 平面 连续 的 多 项 式 ， 所 以 w= (2z 一 1)/(z 一 2) 在 定义 域内 
连续 ， 


2 一 
之 一 2 


(4) ) 定义 城 为 全 平面 因为 w = yzr 定义 的 三 个 单 值 汪 数 


ER 3 
DY i( 3a rge 二 2 )73 iCargz 二 24r/3) 


|zle 
一 zeiztvs ， 有 二 . 0， 1 ,2 
都 在 全 平面 连续 ,所 以 w = 3z’ 在 全 平面 连续 . 


(5) 因为 2 一 3z 十 2 二 (2z 一 1)(z 一 2),w= Vz 一 3z 十 2 
确定 两 个 单 值 殴 数 
| > 一 1] | |z 一 9 [M2el2rtars(e— D+ars(s—2) /2 k= 0,1, 
其 定义 域 为 除去 连接 1 与 2 直线 段 的 全 平面 . 又 因 模 与 辐 角 都 连 
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续 , 所 以 实 部 与 虚 部 都 连续 , 函数 在 定义 域内 连续 ， 

(6) 因为 关 十 (2 一 Dz 一 2 一 (zz 一 DC 十 2), 则 本 数 确 定 

了 两 个 单 值 函数 

|z 加 i | 172 |z 十 2 |12ebergG Dtars(t2 ta /2 k=0,]1, 
其 定义 域 为 除去 连接 i 与 一 2 的 直线 段 的 全 平面 ,因为 模 与 辐 角 都 
连续 ,其 实 部 与 虚 部 都 连续 ,所 以 函数 在 定义 域 上 连续 . 

例 2 在 映射 ww 一 x 下, 下列 x 平面 上 的 图 形 映 为 ww 平面 上 
的 什么 图 形 ? 

(DD) 0<r<2,0=7; (2)0<0< ,0 <r<2; 

(3) TO— y=C,2ry = C4) r= A,y = J. 

解 ”w 二 z* 对 应 于 两 个 二 元 实 函 数 :x = 7x? 一 y’,v = 二 2xy. 
通过 关于 乘法 的 模 与 辐 角 的 定理 知 ,映射 w = z’ 使 z 的 辐 角 增加 
一 倍 . 因此 

(1) 记忆 一:pe", 则 0<-<2， 9 二 二 映 为 ww 平面 内 虚 轴 上 自 


点 0 到 4i 的 一 段 ( 见 图 1. 20a) , 即 


0<p<4, y= 


© : 习 
上 .ny sn :he we 
| 二 
R . 


PF 
Se 国 
. rr 


: 图 1. 20 
(2) 记 w 二 pe”, 则 0<0<7,0<r< 2 映 为 ww 平面 上 肩 形 
域 ( 见 图 1. 20b) , 即 


s 二 4。 


0 二 9 二 一 = 0<p<2. 


2 


(3) 将 雪 一 y= 二 C1,2xy 二 C; 映 为 w 平 面 上 两 族 平 行 直线 
— C1 ,VU 二 Cs,《 见 图 1. 21). 


: 图 1. 21 
(4) 将 直线 并 一 和 上 映 为 2& 一 下 一 六， 
v 一 2Ay, 化 为 v= 4X(X 一 zx) 是 以 原 
点 为 焦点 . 张 记 向 左 的 抛物 线 ;将 直线 y 
== 严 有 喘 为 站 一生 一 1 一 2p0z 化 为 中 
一 4y (ye 十 z) 是 以 原点 为 焦点 、 张 口 
向 右 的 抛物 线 , 如 图 1. 22 所 示 . 


例 3 在 映射 由 = 工 下 ， 下 列 曲 线 图 工 3 


a 
映 为 中 平面 上 的 什 和 图 形 
(1) x” 十 3 , 
(2) GD yl 
解 一 《1) u 干 iv 二 zz Ty 1 二 得 
Ry PT 


所 以 ,zt 十 y》 二 4 映 为 ww 平面 上 ww 十 v 一 二 ,是 忆 平 面 上 以 原 
点 为 圆心 、 半径 为 的 圆 . 


* 人 0 。 


(2) 换 一 种 方法 . 因为 也 一 1/z，z 一 1/w,z 一 1/z ,而 (xz -一 
1)? 十 六 = 二 1, 即 zz 二 z 一 z= 二 0, 代入 得 


或 ww = 1—>u = 1/2. 
是 平面 上 直线 xz 一 1/2. 
例 4 设 G 是 由 不 等 式 0 < argz 之 地 ,1z| < 1 所 确定 的 雇 
形 域 ,证 明 :w = z? 在 G 内 为 单 叶 国 数 . / 
证 设 zi,zs EG, 日 zi 关 zs; 而 wi 二 忆 ;; 则 有 zi 二 zi, 即 (z， 
本 Zi1)(Z? 十 之 1) 一 0, 所 以 “2 tl 
设 zi 一 ycosd 十 1sin0) ,于 是 
zs 一 一 Zi 三 ylLcos(O 十 rr) 十 1sin(O 十 T)]=>argz, = 0+ 7. 


因为 zl € G,0 过 argzi 二 六 ,得 TX < argzs < 六 ,这 与 Zz2 EE 


G 相 矛 盾 , 所 以 wi 关 wz,w 二 >? 为 G 内 的 单 叶 函 数 . 
例 5 设 ww 二 x 十 iy ,z 二 工 十 iy, 求 直线 = ay 二 a 及 
Z 十 光一 4 : 的 像 . 


(b) 


图 1, 23 
解 ” 设 包 == 妈 十 iv, 则 = Zz?,v 二 y7. 
对 直线 zx =a ,得 zx = a:(v 疡 0), 是 多 平面 上 半 直 线 . 
和 d46。 


对 直线 y = 一 4 得 = 人 二 0), 是 也 平面 上 半 直 线 ， 

对 x 十 二 a ,得 ww 十 v= 二 a'(w 记 0,v 放 0), 是 ww 平 面 上 线 
段 ( 钢 图 1. 23). 

对 御 线 y 二 ax, 得 v 二 a?u (xz >0), 是 也 平面 上 半 直 线 . 

1 

例 6 将 函数 /(z) 一 z| 1 十 训 寺 十 y|1 一 译 寺 友 | 写 
成 关于 z 的 解析 式 . 

解 ”常用 以 下 三 种 方法 : 

(1) 共 斩 法 . 将 工 二 2 十 习 ,y 一 广 (z 一 Zz) 代入 得 


= 二 | 于 2 一直]= = 二 寺 
之 


工 十 > 


f(z) = 

(2) 拼 次 法 . so 过 ) 的 因 区 则 

f(z) = (z+ iy) 十 一 一 一 一 二 ; 
(3) 设 零 法 , 令 y = 0, 求 1 (xz) 再 得 f(z). 

/ee = zl1+ 芭 =z+ 二 一 AD) z+. 

.让 LT 


例 7 设 复数 z 从 z= 1 开始 , 沿 圆周 jz| = 1 逆 时 针 方 向 旋 
转 了 x/3, 讨 论 w = 32,wW = 1/ew= ,w= ( (z— 2) 得 到 的 曲 
线 各 是 什么 . 

解 (1) w= 3z, 则 |w| = 3,0 志 argw 二 argz 之 7/3, 曲线 
是 以 原 氮 为 圆心 、3 为 半径 的 圆周 上 辐 角 从 0 到 x/3 的 一 段 圆 弧 . 

(2) 也 三 1/z, 则 jz = 二 1,argw 二 一 argz. 曲线 是 单位 圆周 上 
辐 角 从 0 到 一 xV/3 的 一 段 圆 弧 . 

(3) w= 二 zz , 则 |w| = 1,argw 二 2argz. 曲线 是 单位 圆周 上 辐 
角 从 0 到 2x/3 的 一 段 圆 狐 . 

(4) 也 一 (zz 一 2) 则 jz 三 jz 一 2 一 (z 一 2)(z 一 ?9) 一 
十 六 一 4T 十 4 二 5 一 4cos0. 当 9 = 0 时 ,|w| = ]; 当 8 = x/3 
时 ,w 二 3. 曲线 是 实 轴 上 从 1 到 3 的 直线 段 . 


十 i 


之 之 


iy) = 十 二 = 一 z 十 二 


2 二 7。 


例 8 设 z=1 十 1 吧 一 关 一 3z 一 4. 写 出 忒 的 三 角 表 示 式 . 
解 = 十 让 一 3(1 十 由 一 4 二 一 1] 一 1 
一 ?|eos x 十 iSin Px ， 

二 、 复 变 函 数 的 极限 

因为 limf(z) 的 存在 要 求 在 z 以 任何 方式 趋同 zo 时 ,极限 存在 
归 惟 一 ,因此 ,讨论 极限 时 要 考虑 z 一 ,的 方式 . 同时 ,又 可 从 两 个 
实 二 元 函数 u(x,y) 和 w(xz,y) 的 极限 来 讨论 . 

例 9 讨论 函数 芭 一 ev.e”, 当 zz 一 工 十 1y 在 从 原点 出 发 的 
射线 上 趋向 无 穷 时 的 极限 . 

解 当 工 0 时 ,ere" 一 ee 一 cosy 士 1siny. 而 lim cosy 和 
lim siny 都 不 存在 ,所 以 lim e” 和 lim e? 都 不 存在 ， 


?一 十 oo yr 一 00 


当 工 天 0 时 ,lere>| 二 e”, lim e”e” 二 0, 而 
TO 
y+ 
lim |e*e?| = lim e” 一 十 co=> lim ere” 一 十 oo. 
xr>0 Ir>0 X20 
y+ y+ Ya 十 Do 


例 10 。 求 下 列 极限 ， 
(1) limz"; (2) lim (1 十 z 十 z 十 十 2 ). 
解 . (1) 讨论 |z| 为 不 同 值 的 情形 : 
各 |z| 二 1, 则 lim |z”| = lim |z1" 一 0, 故 limz” 一 0. 
车 lz| > 1 则 limlzl = Jimlzl 一 c, 故 limz' = co 
阁 1z| = 二] 而 z 头 1; 可取 6 一 | = 一 1|, 则 对 任意 的 入 , 取 p 
一 1, 有 |z*T*i 一 | 一 |z*||z 一 1| = |z 一 1| 这 6, 由 柯 西 审 鲍 


原理 ;极限 limz" 不 存在 . 
车 z 一 1, 则 limz” 一 1, 
(2) 因为 
| 1 一 2 
+ z 关上， 
ni, 之 二 ] ， 


* 48。 


所 以 

1 
1—z 
co ， Iz| 汪 1 或 z= 二 1， 
不 存在 ， |z| = 二 1,z 关 1. 


zl < 1， 
lim(l 十 z 十 空 十 … 十 2 一 


以 上 结果 可 由 题 (1) 推出 . 
例 11 ” 求 序列 {z,) 一 (| 二 一 | | 的 极限 ， 
| = lim| 2 


解 lim 


COS 7 十 istn | | 


二 0 《有 界 量 乘 无 穷 小 ). 
例 12 证 明 : 夺 limz， 二 zo; 则 
: 中 十 Zz 十 中 十 和 
1 


lim = Zo 
no 


: 证 / 设 z 二 ZX. 二 ly， 二 1,2, ,20 二 Xo 十 iyo, 则 只 需 证 明 
jim Xt zz 十 … 十 Rn 一 了， jim 六 十 2 十 yn 
Hi 一 Oo n 用 一 oo、 六 ”i 
即 可 . 两 个 等 式 的 证 明 是 相同 的 ,我 们 只 证 第 一 式 . 

因为 limz, 一 zo, 所 以 limz, 一 Zzo， 所 以 ,对 任 给 的 6 二 0, 存在 
My>>0, 当 ?二 六 时 ,有 

To 一 ES 和 <To 十 E: 
故 有 (7 一 N)(Zxo ~ €) < ZN+i 十 ZN+z 十 … 十 2 
<< (2 一 入 )(zo €) 
或 (一 N)(Czo me) < (zi 十 zz 十 … 十 Dr) 一 (Zi 十 Za 十 十 Zr) 
< nC— N)(zro 十 e)， : 


Ti 十 ZX2 十 十 TX 十 Xz 十 "征文 ， 
天 


1 


yo 


于 是 1 一 人 | (Xo —€) < 


es 10. 


< 11 一 分 | 二 e 


从 而 , 当 ” 一 co 时 ,有 


。 ZX 十 To 十 … 十 并 
zo 一 过 lim 一 一 一 一 一 一 


所 


To 十 &， 


好 lim A 


例 13” 试 讨论 f(z) 一 三 十 三 的 极限 
解 ” 设 z= e ， 则 z 一 re ， 于 是 
f(z) = Ly + Ty 本 一 em 十 er 一 cos20 
因为 lm /ee =， lim fos) 二 0. 所 以 ,f(z) 在 z= 二 0 点 无 极限 . 


0 


讨论 cos20 作 为 9 的 函数 ， 是 关于 0 连续 的 ,在 实 晒 数 中 应 该 
有 极限 . 但 作为 复 变 量 z 的 本 数 ,0 二 argz,j/(z) 一 cos(2argz). 当 
z 一 0 时,z 的 辐 角 可 以 任 取 不 同 的 值 ,上 面 取 了 两 个 不 同 的 值 , 结 
果 f(z) 趋向 于 不 同 的 值 . 于 是 我 们 得 知 ,f/(z) 在 z = 二 0 无 极限 . 


例 14 证 明 :函数 f(z) 一 去 | 过 一 三] 当 =-~~ 0 时 极限 不 丰 


在 . 
证 法 1 同 例 13, 令 z= re”,z 二 re““, 则 
ip -i 
f(z2) 一 记 一 一 | -一 sin20. 


因为 lim Jf Cz) 一 0， lim f(z) = 1. 所 以 ,f(z) 在 z= 0 无 极限 . 
argz=0 BT 之 = 兴 / 生 


证 法 》 f(z) B z2 一 2? 2Re(z) 。21lm(z) 


将 
RE 
Te 


之 芯 21|z|? 
Re Im) 2zy 
~ |z | 丰 x? 十 72 
令 z 沿 直线 y = kz 趋向 于 零 , 有 
. 四 2zy 2 和 2k 
im ulz,y) = lim = 2 zz(1 十 好 2) 1+k: 


y=Rr-*0 y=Rr-*0 


se HO。 


显然 , 当 上 上 嘱 溪 同 值 时 ,u(x,y) 趋向 于 不 同 的 值 . 所 以 ,lim/(z) 不 存 
在 . 
例 15 求 下 列 极限 . 


(1) im 一 一 ee (2) lm 本 一 本 一 
-一 1! ， gz 十 和 2 一 z 一 2 
(3) lim = 下 (4) lim 一 
er x 
解 (1) 设 z 一 TX 十 1y， 则 一 一 一 _ 
1im Re (z) = J]im -= 1 
:0 之 0 z+ 十 kX 1 十 这， 
y=kr-0 


显然 , 当 k 取 不 同 值 时 ,f(z) 趋向 于 不 同 的 值 . 
(2) 令 = 一 志 , 则 1 一 oo 时 ,1 一 0, 于 是 


. £* 
ie zm 
zo—!1 1 、 
(3) 因为 re 一 DC 二 TD 一 EC 二 TD 万 以 
lim 一! -- lim 1 1 
ciz(T 十 22) evi zlz 二 i) 2 
rt \ 
(4) 因为 一 一 (十 1 二 1 一 十 1 三 以 
+ z 十 2 一 3 
lm z—1 -lim i= 2 


三 \ 复 变 函 数 的 连续 性 
讨论 复 变 函 数 的 连续 性 , 重点 还 是 考察 在 不 同方 式 下 ， 
limf (z) 是 否 等 于 f(zo). 同样 ,我 们 也 可 以 讨论 两 个 实 二 元 函数 
zy) 和 v(z,y) 在 (Tz,y) 一 (zo,yo) 的 连续 性 来 确定 f(z) 的 连 
例 16 讨论 函数 Argz 的 连续 性 . 
解 ”由 argz 的 确定 方式 知 , 当 z。 = zx。 十 iyo 不 是 原点 也 不 是 
。5]。 


负 实 轴 上 点 时 ,与 zo 足够 接近 的 点 也 不 是 原点 与 健 实 轴 上 点 .这 
时 ,有 


[ee (Cy/ 工 ) ， 
argz 一 
arctan(y/X) tz. 


因为 ze 关 0, 所 以 arctan(yo/Xxo) 有 意义 ,; 敦 
t 
lim (argz) = lim Mu an Cy/T) 


一 
+o 


arfctanky/I)》 士 工 


y* yo 


fe ， 
arctan(yo/zo) 十. 
Bhlim (argz) = argzo, 故 argz 在 除去 原点 和 人 负 实 轴 的 复 平面 上 连 
续 . z 
当 z。 为 正 、 负 虚 轴 上 点 ze 一 iyo(zo 尖 0) 时 ,有 


lim (argz) 一 十 一 Argzo. 
Te, 


所 以 ,argz 在 虚 轴 (除去 原点 ) 上 也 连续 . 
当 之 0 为 负 实 轴 上 点 zo 二 ZolZo 之 0) 时 ,有 
= [arctan(y/z 十 7)] = r， 


lim (argz) 一 


y=0t 


lim [arctan(y/x — 7) | =—7. 


所 以 ,lim (argz) 不 存在 ,函数 argz 在 人 负 实 轴 上 不 连续 . 
在 原点 ,由 于 辐 角 不 确定 ,argz 无 定义 ,所 以 不 连续 . 

综 上 所 述 可 知 ,argz 在 路 原点 和 负 实 轴 外 的 全 平面 都 连续 . 
四 例 17 设 郴 数 (z) 在 zx 王 2 连续 , 且 f(z0) 天 0 证明 :可 以 
找到 z。 的 一 个 邻 域 ,函数 f(zo) 在 此 邻 域 内 取 值 不 为 零 . 

证 ”由 连续 性 和 f(zo) 和 0, 可 取 s 一 六 |7(zo)| > 0, 则 存在 
>0, 当 |z 一 zol 二 人 9 时 ,有 
。52 。 


|f (Cz) 一 f(zo) | < 六 | Geo)|， 
故 [fCz)| 一 3 1/ (0) | < |f(z0)|, 


即 ”171 一 Aceo1l 一 序 MGcol = 六 17Czo)| > 0. 


例 18 证 明 ; 晴 数 包 二 f(z) =azx 十 b 在 全 平面 连续 ,其 中 4， 
b 为 复 常 数 . 
证 看 a&= 王 0, 则 /xz) = 6565, 显然 在 全 平面 连续 . 
奇 a 关 0, 则 对 任意 点 zo, 有 
|f(z) — f(zo0)| = |al|z— z,|. 


因此 ,对 任 给 e 沁 0, 可 取 65 = Ta7; 则 当 lz 一 xz 二 时 ,就 有 
f(z) 一 f(z)| ial. = &, 


2 
即 f(z) 在 之 0 连续 ， 
例 19 讨论 下 列 函 数 的 连续 性 : 
(1) w = |z|; (2) Ww = aoz" 十 alz” 十 … “十 Qs-1Z 十 a,; 
aoz” 十 an 1 十 … 十 az 十 Ga 


(Ww “十 bz 二 6 
解 (1) 设 zz, 为 复 平 面 上 任意 点 ,因为 
limlz| = |zo|， 


所 以 ,水 数 ww = |z| 在 复 平面 上 处 处 连续 
(2) 设 zo 为 复 平面 上 任意 点 ,因为 
lim (aoz 十 az 十 … 十 ao) 一 aozg 十 aizgrl 十 十 a 


所 以 ,ww 三 aor” 十 az 1 十 十 aiz 十 as 在 全 平面 连续 . 
(3) 在 复 平面 上 任 取 一 zo， 使 boz” 十 bz” 十 … 十 bn 天 0, 则 
Coz ”十 QI1Z” 十 … 十 a， aoz” 十 az” “十 ， “十 G， 


lim 天 LT 一 


zz, oz 十 pz 十 “十 DO be” bmi bm 


aoz" 十 qz"” 1! 十， 十 as_iz 十 a 
We, 分 式 有 理 数 和 二 和 二 二 二 2 二 全 在 除 使 分 


。53 。 


母 为 零 的 点 外 的 全 平面 连续 . 
例 20 ”讨论 下 列 函 数 的 连续 性 ， 


xy 0， 
(1) f(z) = 7 Ty” 二 天 


0 ， 之 一 0; 
Ty 
4 | 2 到 0， 
(2) f(z) = 7 ty 
0 ， > 一 0. 


解 (1) 当 z 沿 实 轴 趋 向 于 零 时 ,z = Xx, 有 
lim/f(z) = limz 一 0; 
当 z 党 某 一 直线 趋向 于 零 时 ,z 一 工 十 liy 二 r(cosb 十 1s1n0)， 


y rsing 
i 一 一 tan0g，y 一 Xtan8, 所 以 


_ tang _ _ tang 
limj Cz) lim Ta 一 ta 天 0. 


而 当 9 不 同时 ,limy(z) 趋向 于 不 同 的 值 .所 以 ,7(z) 在 = 一 0 不 连 
续 . 
(2) 令 = 一 (coslb 十 Sn 当 zz 关 0 时 ,有 


rcosi0sin0 


Tt 二 yi yy ~ rzcos40 十 sin20” 
对 任 给 的 二 0, 取 5=e, 当 |z 一 0| = |re | 一 7 人 时 , 右 10| 
了 , 则 1 (2) | 一 0 < es; 知 10| 天 一 三 ,而 |tane| << 。, 则 


f(z) = 


rcosy0sinb r 
(f(D) < | osg i snd lS |tang| ~ 


所 以 ,对 任 给 的 6, 存 在 6 二 e, 使 得 当 |z 一 0| < 9 时 ,有 
GD — Fo)1 = MGO < 
故 f(z) 在 z = 二 0 连续 . 
例 21 证明 :函数 /(z) = -一 一 在 |z| < 1 内 连续 ,但 不 一 


致 连续 . 
。54。 


妇 6. 


证 ”因为 wz) 王 1 一 < 在 全 平面 连续 ,在 jz| 过 1 内 ,98(2) 冯 


0, 所 以 ,由 有 理 分 式 函数 的 连续 性 ,7(z) = 二 二 在 |z| < 1 内 连 
人 Ff 


人 


对 6 二 二, 无论 6 多 么 小 ,总 可 选取 zz 一 1 一 十 与 <2 一 1 一 
二, 使 |z1 一 zz| 一 过 <3| 当 > 下 
[f(z1) 一 f (zs)| = >， 


所 以 ,f(z) 二 二 一 在 |z | 二 1 内 不 一 致 连续 . 


例 22 证 明 .在 条 件 ww 和- 二 ao 盖 0 下 ， 
P(z) 一 CC 十 QZ 十 十 QZ 
在 财 圆 |z| 委 1 上 无 根 . 
证 > 一 1 显然 不 是 已 ,(z) 的 根 ,一 般 z 一 工 这 0 也 不 是 . 令 


P,(z) = i 


at (a 一 a)z 二 。 十 《Ga 一 Q。1)22 一 aoz 
1—2z 
若 P,(z) 在 |z| 委 1 上 有 根 , 则 由 上 式 , 有 
ci 一 zfKcy 一 Ci) 十 2 关 (ci 一 Co) 十 浊 
十 2(co-l 一 co) 十 cz 
由 于 ce。 一 cyci 一 cc 一 cc 都 是 正 数 , 因 此 ，, 当 z 天 工 之 0 
时 ,zco 一 ccl 一 cc 一 cycoz 的 辐 角 不 可 能 
全 部 相等 . 因此 ,由 上 面 的 不 等 式 可 得 不 等 式 
co < |z| (co 一 co 十 |z 上 (cs 一 cz) 十 … 
十 |z| (ci ec) 十 |z|"+lc， 
< 《co 一 5 十 《ci 一 ch) 十 … 
+ (ci 一 c) 十 ao 一 co 
推出 予 盾 ,所 以 PCz) 在 jz| 科 1 上 没有 根 . 


ea Dh. 


第 二 章 解析 项 数 


本 章 重 点 讨论 复 变 函数 的 主要 研究 对 象 一 一 解析 图 数 概 念 
及 其 判别 方法 . 并 研究 初等 消 数 的 解析 性 及 解析 吴 数 在 平面 场 中 
的 应 用 . 


第 一 节 ”函数 解析 的 充 要 条 件 


主要 内 容 


一 ,解析 函数 概念 
1， 设 函数 w = f(z) 在 区 域 D 内 有 定义 ,;z。€ DD; 点 zo 十 Az 


E DD. 如 果 极限 lim 加 二 全》 一 人 ze) 存在 , 则 称 f(z) 在 x 可 


守 , 极 限 值 称 为 f(z) 在 z 的 导数 , 记 作 


_ dw i f(zo 十 Az) 一 f (zo0) 
f(z0) = dz ,Mim Az 


如 果 f(z) 在 D 内 处 处 可 导 , 就 称 f(z) 在 万 内 可 导 ，. 

2. 可 导 与 连续 / 

在 ze 内 可 寻 的 函数 f(z) 在 z, 必然 连续 . 

在 ,连续 的 函数 Fz) 在 zo 不 一 定 可 导 , 如 jz) 一 z 十 2iy 在 
点 zx 连续 却 不 可 时. 

3. 复 变 函 数 有 同 实 变 函 数 类 同 的 求 导 法 则 

(1) (C)' = 0, 其 中 C 为 复 常数 . 

(2) (z”)' = 二 nz” 1!, 其 中 为 正 整 数 . 

二 DO 和 


(3) [f(z) + g(z) | = fF (2) + g' (2). 
(4) 0 一 f(z)g(z) + f(z)g' (z). 


(6) 人 广 (ro)g (z)， 其 中 忆 = g(z). 
(7) 1 (2) = Fm) ,其 中 也 一 f(z) 与 z 二 9(w) 是 两 个 互 为 


反 天 数 的 单 值 困 数 , 且 9 (w) = 0. 
4. 若 图 数 也 = /(z) 在 ze 可 导 , 则 函数 增 量 
Az = f(zo 十 Az) 一 jz。) = f(z0)Az 十 C(Az)Az. 
将 Aw 的 线性 部 分 f(zo)Aw 称 为 函数 z = f(z) 在 zxo 的 微分 , 记 
作 dw 二 (zo)dz. 如 果 函 数 在 ze 的 微分 存在 ,就 称 函 数 w = f(z) 
在 zo 可 微 . 画 数 己 = f(z) 在 ze 可 导 与 可 微 等 价 . 函数 jz) 在 万 
内 处 处 可 微 , 称 f(z) 在 D 内 可 微 . 

.$5. 如 果 函 数 f(z) 在 zo 及 zo 的 邻 域内 处 处 可 导 , 称 f(z) 在 = 
解析 . 如 果 f(z) 在 DD 内 每 一 点 解析 , 则 称 f(z) 在 万 内 解析 ,也 称 
f(z) 是 DD 内 的 一 个 解析 沙 数 (全 纯 函 数 或 正则 梢 数 ). 

如 果 f(z) 在 z 不 解析 , 则 称 zo 为 f(z) 的 一 个 奇 点 . 

6. 关于 解析 函数 的 定理 | 

在 区 域 万 内 解析 的 两 个 函数 f(z) 与 g(z) 的 和 、 差 、 积 、 商 ( 除 
去 分 母 为 零 的 点 ) 在 DD 内 解析 ， 

车 函数 二 g(z) 在 z 平 面 上 的 区 域 刀 内 解析 ， 函数 一 fCh) 
在 4 平面 上 的 区 域 C 内 解析 ， 如 果 对 D 内 的 每 一 个 点 ,函数 g(z) 
的 对 应 值 h 都 属于 G , 则 复合 函数 一 = f[Lg(z)] 在 D 内 解析 . 

二 、 函 数 解析 的 充 要 条 件 

定理 1 设 函 数 /Go) 一 xz(z,y) 十 io(zyy) 定义 在 区 域 内 ， 
则 f(z) 在 DD 内 一 点 z= 二 工 十 iy 可 导 的 充 要 条 件 是 : KZ y) 与 
(zy) 在 点 (ZT,y) 可 徽 , 且 满足 柯 西 - 黎 曼 (Cauchy-Riemann ) 方 
程 

: 。67 。 


-- 一 -一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 一 -一 -一 一- 一 - - 


de Oo A Ww 


x yy a 
f(z) 二 u(rzyy) 十 ipCzy) 在 点 zz 一 工 十 ly 的 寻 数 
a, 1 和 WN Mi .NM 
! 一 GG 一 一 
1 (5 一 丈 十 1 下 一 开 有 十 区 二 殉 一 1 鸡 
二 ; 册 
9y az 


定理 2 六 数 .jz) 一 xzy) 十 ip(Czyy) 在 其 定义 域 忆 内 解 
析 的 充 要 条 件 是 :xz(zyy) 与 v(X,Yy) 在 D 内 可 微 , 且 满足 柯 西 — 黎 
受 方 程 . 


疑难 解析 


1. 函数 ww = f(z) 在 一 点 z。 可 导 与 解析 有 什么 不 同 ? 在 一 个 
区 域 DD 呢 ? 

答 ”函数 ww = f(z) 在 一 点 zo。 解析 比 可 导 的 要 求 要 高 得 多 . 
f(z) 在 zo 解析, 要求 f(z) 不仅 在 zo 可 导 , 还 要 求 在 z。 的 邻 域内 也 
可 导 . 例如 ,函数 /(z) = zRe(z) 在 z= 二 0 可 导 ( 导 数 等 于 零 ), 但 在 
除去 原点 的 全 平面 都 不 可 导 ( 因 为 和 2 二 包 [Relz 十 Az) 一 
Re(z)] 十 Relz 十 Az) 在 Az->0 时 ,没有 确定 的 极限 ), 所 以 ,f(z) 
在 z 王 0 不 解析 

在 一 个 区 域 D 内 ,因为 所 有 点 都 是 内 点 ， 所 以 w= f(z) 在 DD 
内 可 导 与 在 DD 内 解析 是 一 致 的 . 

2. 复 变 函数 光一 / (=) 的 导数 定义 与 实 一 元 函数 ?一 7 (Cz) 的 
导数 定义 在 要 求 上 有 什么 不 同 ? ， 

答 ”两 者 在 定义 的 形式 与 求 导 公式 、 求 导 法 则 上 都 完全 相 
同 . 但 是 由 于 极限 的 要 求 不 同 ,在 复 变 函数 w = f(z) 的 导数 定义 

1 《zo 十 人 一 F(zo) 


Mz—"0 


中 ,人 Az 。 0 的 方式 是 任意 的 ， 而 实 一 元 函数 y = f(x) 定义 中 ,Arz 
。58 。 


各 


一 0 的 方式 要 简单 得 多 . 所 以 ,我 们 说 复 变 函数 在 一 点 可 导 的 条 件 
更 为 严格 ,从 而 复 变 画 数 的 导数 具有 不 少 特殊 的 性 质 . 

3. 判别 函数 可 导 与 解析 有 哪些 方法 ? 

答 目前 为 止 ,可 用 以 下 三 种 方法 . 

(1) 由 定义 判别 . 

各 也 王 J/(z) 在 zxo 可 导 , 且 在 zxo 邻 域内 可 导 , 则 /=) 在 zxo 解 
析 , f(z) 在 zx。 导数 存在 , 则 在 z。 可 导 ; 在 z。 导数 不 存在 , 则 zx 是 
f(z) 的 奇 点 . 

(2) 用 定理 1 判别 f(z) 在 点 z 是 否 可 导 ， 

考察 两 个 实 二 元 函数 u(x,y) 与 v(xz,y) 在 点 (z,y) 是 否 可 
微 ,并 验证 是 否 满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 ( 简 称 C-R 条 件 ). 

(3) 用 定理 2 判别 f(z) 在 D 内 是 否 解 析 . 

考察 两 个 实 二 元 函数 x(z,y) 与 v(x,y) 在 DD 内 是 否 可 微 ,并 
验证 是 否 满 足 C-R 条 件 . : 

常 第 有 人 忽略 对 x(zyy) 与 v(xz,y) 可 微 的 考察 而 导致 错误 . 
例如 jz) = v |zy| ,在 两 个 坐标 轴 上 岗 数 都 等 于 零 , 所 以 在 z = 
0 处 ,有 / 


WM ulAr,0) — wu(0,0) 
x ln | 


im 交 - 二 0, 其它 类 似 可 求 ] ， 
即 uU (X,Yy) 与 vU(T,Y) 在 点 《0,0) 满足 C-R 条 件 , 但 f(z) 在 之 一 月 
不 可 微 ,所 以 在 点 (0,0),f(z) 不 解析 (因为 2 一 关 , 取 工 一 
a7,y 二 BY, 则 当 7 一 0 时 Aw/Az 一 VaB/(a 十 iB) 随 a,B 的 取 值 
而 改变 ,不 惟一 ). 

4. 复 变 函数 的 连续 、 可 导 ( 可 微 ) 与 解析 之 间 有 什么 关系 ? 

答 ”由 于 ww 二 f(z) 在 一 点 可 导 与 解析 不 同 ,所 以 ,对 定义 在 
D 上 的 立 数 嘱 二 f(z) 及 点 zo 毛 也 ,jz) 的 连续 .可 导 与 解析 可 用 
e 59。 


图 2. 1 表示 . 


各 
下 


f( z ) 在 有 解析 
I f(z ) 在 连续 _ 小 


”图 2.1 


方法 、 瓜 巧 与 典型 例题 分 析 


一 \ 复 变 函 数 的 导数 与 微分 

判别 一 个 函数 f(z) 在 一 点 是 否 可 导 可 以 利用 定义 ,也 可 以 利 
用 定理 1. 利用 定义 时 要 考虑 Az -> 0 是 以 任意 方式 出 现 的 ,利用 定 
理 1 考 察 u(x,y) 与 v(z,y) 是 否 可 导 也 要 考虑 (zx,y) 一 (zo,yo) 是 
否 以 任意 方式 出 现 的 ,这 是 复 变 函数 导数 与 实 一 元 函数 导数 的 重 
要 区 别 . 对 于 分 段 函数 情形 , 同 实 一 元 函数 一 样 ,要 用 定义 来 判别 . 
至 于 导数 计算 ,我 们 只 要 正确 使 用 求 导 法 则 就 可 以 了 . 

例 1 人 设 时 数 ww== f(z) 在 区 域 D 内 解析 , 且 f(z) 冯 0,zE 
D,D"* 为 w= f(z) 的 值 域 . 设 z= gplw) 是 w = f(z) 的 单 值 反 函 
数 , 旦 在 D” 上 连续 . 证明.z = J 在 D” 上 解析 ,和 且 


/ Pw) = Fr = PEAT 
E 证 对 任 一 us E D ,因为 = 一 p(w) 在 w= wo 连续 ， 所 以 
当 w > wo 时 ,z = p(w) > zo = p(wo). 于 是 


lim Pe 一 = 一 加 | re fe" lim| 1/ 3 = | 


wwo Pw) Ptwo) Zo 


= Fi = = PTR 
DO。 


由 wo 的 任意 性 ,z= pCw) 在 D” 上 处 处 可 叶 , 从 而 知 z 二 94w) 在 
D" 上 解析 . 
例 2 证明; 函数 f(z) = zRe(z) 仅 在 zx 一 0 处 有 导数 . 
证 在 z= 二 0 人 处 ,有 
zRe(z) 


.Aw 
lim 一 一 = lim 一 一 一 0 ， 
宇 一 从 之 工 一 人 


在 zx 一 zxo 天 0 处 , 令 z 一 工 十 1yyzo 二 Xo 十 1yo; 则 
zRe(z) 一 zuRe(zu) 


lim Aw 一 lim 


zz 心 zt 之 一 Zo 
_ lim = — < Re(z) | zfRe(z) 一 Re(zo)] 
i 之 zo 之 一 之 pg 
一 lim| x 十 zo 二 一 2 | 
Tz 之 一 -a 


令 工 二 Xo0,y 一 yo， 得 iim 和 一 Zo; 

令 》 一 yo 六 To， 得 lim 2 一 2zo 十 1yo. 

显然 , 当 ze 关 0 时 ,两 极限 值 不 相等 . 说明 f(z) 一 zRe(z) 当 
z 关 0 时 不 可 导 . 

例 3 ”讨论 下 列 顶 数 的 可 导 性 : 

(1) f (z) = Im(z); (2) f(z) = |z|’; (3) f(z) = zx. 

解 “讨论 函数 的 可 导 性 可 以 用 定义 ,也 可 以 用 C- R 条 件 . 一 
般 来 说 ,用 定义 比较 麻烦 ,用 C-R 条 件 比 较 简 单 . 

G) 设 = 一 十 i， 则 /=) 一 Im(z) 一 》， 即 !(Z， y) 一 y， 
(zy) 一 0 都 在 点 (z,y) 可 微 . 又 

闪 一 主 = 0, 3 

所 以 在 复 平面 上 C- R 条 件 处 处 不 成 立 ， 所 以 f(z) = 二 Im(z) 在 复 平 
面 上 处 处 不 可 导 . 

C2) 设 2 二 x 十 iy, 则 fz) 二 |zl=zz 二 zz 十 六 ,有 即 

。61 。 


一 0 ， 


zzyy) 二 XT 十 yy,v《T,y) 二 0, 都 在 点 《x,y) 可 微 .又 


Rl du Gv du 
3 六 一 ZX， ay 一 2Y， 3 二 0, 一 3y 二 0. 


当 z 二 0 时 ,C-R 条 件 成 立 ; 当 z 关 0 时 ,C-R 条 件 不 成 立 . 所 以 , 除 
z 二 0 外 ,f(z) 二 |z|* 在 复 平面 上 不 可 导 . 
(3) 设 z= 二 工 十 1y， 则 fC2) 2=z iy, 妈 u(r,y) = 
v(z,y) 一 一 yy, 在 点 (ZX,y》) 均 可 微 .但 
ar dy a oy 
所 以 在 复 平面 上 C-R 条件 处 处 不 成 立 .于 是 ,f(z) =z 在 复 平面 上 
处 处 不 可 导 . 
例 4 证明 :f(z) = VTim(z5 的 实 部 和 虚 部 在 点 (0,0) 满 
足 C-R 和 条件, 但 f(z) 在 z 二 0 不 可 微 ， 
证 ” 设 z= 二 十 iy, 则 f(z) = VTIm(z5T 一 V12zy|, 即 
ulz,y) = Vl|2zxy|,v=0. 


在 点 (0,0) ,有 
. Ao 1 KKCAZ 0) 一 wu(0,0) _ 0 _ 
二 lm az ~ 0， 
M1. ul(0,Ay) CO— (0,0) 0 ] 
9y 过 Ay z = lim ~ Ay = 0， 
件 ， 但 在 点 C0， 0 有 / z 
Af _ f(Az)— f(0) _ vl2AzrAy| 
Az Az Ar 十 iay 


各 -ai VaT _ VE 


mn , Az 0 Ar(I 十 让 ”1 于 1 
A 加 2 
lim Az 一 0 天 一 一 一 er 


A 


从 而 , 知 f(z) = v |Im(z?)| 在 。 二 0 不 可 微 . 
ee 02。 


Tl 十 让 一 (1 一 1) 
一 -一 -一 一 一 一 一 一 ， 天 0， 
例 m/e -| zy - 在 > 
0 ， 之 一 


证 ”考察 极限 lim 二 [Fz=) 一 £60)]. 
当 zz 沿 虚 轴 趋 向 于 零 时 ,z = 1y, 有 
. 1 . 1 1 一 圭一 由 . 
lim Lt 0y) 一 f(0)] = lim Ti 1 十 上 
当 zz 沿 实 轴 趋 向 于 零 时 ,zx = Xx, 有 
lim [f(z) 一 Fo)] = lim i (1+). 
它们 分 别 为 冯 十 i 定 和 宏一 于, 所 以 满足 C-R 条 件 
但 当 z 沿 y = 二 Zz 趋 癌 于 零 时 ,有 
zz 十 iz) 一 0,0) _ Li x:(1 十 i) 一 Xz:(1 一 1) 
im, 7 十 1 xz 一 Jre0 2z3(1 十 1) 
; 
1 十 说 
所 以 ,lim 多 不 存在 , 即 f(z) 在 = = 0 不 可 导 . 
例 6 ”下列 函 数 在 何 处 可 导 ? 求 出 其 导数 . 
(1) (z 一 1)"; (2) zz2; (3) (z2: 一 1)2(z2 十 1):; 
(4) (az 十 6)/(cz 十 d), c,d 中 至 少 有 一 个 不 为 零 ; 


2 一 2 ZT 二 Ty 
(ETDETD’ (Maty+iniy 


解 (1) 对 任意 的 zx, 有 


lim 2 一 2 一 lim (2”-! 十 zo2"”: 十 … .十 zr 1) 一 7220 !， 


zz0 之 -一 之 0 x—#0 
即 (z") 一 nz”!. 由 复合 函数 求 导 法 则 ,得 
[(z 一 1) 人 一 mzGz 一 1) 
(2) 由 于 z? 在 全 平面 处 处 可 导 ,z 在 全 平面 处 处 不 可 有 导 . 所 以 
63。 


zzz 在 zx 天 0 处 处 不 可 导 . 在 z 王 0, 由 定义 可 得 
f(0) = lim =—— 0 limzz = 0. 
知 zz: 除 在 z = 0 可 导 、f(0) = 0 外 ,在 复 平面 上 不 可 导 . 
(3) 用 乘积 及 复合 畏 数 的 求 导 法 则 ,有 
[Cz7 CO— 1):(z* + 1)?1] 
一 |(z 一 1)] (Cz: 十 1? 十 (z? 一 1)’[(z? 十 1)?J 
一 4z(z — 1)(z* 二 1) 二 4z(z’? C— 1)’(z’? 十 1) 
一 8z (z’ — 1)(z? + 1) = 8z’(zt CO— 1). 


az 十 b 
经 | 一 (az +6)' = 二 ,在 全 平面 都 


(4) 车 c= 二 0, 则 
成 立 . 
若 c 关 0, 且 zz 关 一 d/c, 则 : 
faz bl a(cz 二 +d) — (az + be ad — be 
1 
(5) 用 商 和 复合 函数 求 导 法 则 ,有 二 
z—2 | 


(z 十 1)(z* 十 1) 
(4z 一 2) (zz 十 1)(z 十 1) 一 (z 一 2)[(z 十 1)(z2 十 1)] 
Cz 1) zt. | 
一 2zs 十 5zze 半 t+3 人 
《2 十 1177(z 二 1) | 
在 = 天 士 isz 天 一 1 处 都 有 导数 ， 


(6) 因为 
f(z) = 2 + tz 1+i 
Z 十 》 多 多 < 
所 以 , 除 zx 一 0 外 ,f(z) 在 复 平面 上 处 处 可 导 , 且 
1 (z) 一 [1 十 D/z] 一 一 (1 十 Dr (< 天 0). 
例 7 求 下 列 函数 的 奇 点 : 
zz 十 1] | z 一 2 
(1) zy (2) or Ty 


ee OA4。 


解 (1) 由 zz!: 十 1) 二 0, 得 z= 二 0, 土 i. 所 以 z= 二 0, 土 1 为 
奇 点 - 

(2) 由 (Cz 十 2)3(z2 十 1) 一 0 得 z 王 一 2， 士 1. 所 以 z 一 2， 
士 1 为 奇 点 ， 

例 8 设 函 数 f(z) 在 zo 满足 ; (1) zz 在 zo 可 做: (2) 
lim(|Aw|/1Az1) 存在 , 则 f(z) 和 大 =) 中 一 定 有 一 个 在 x。 可 导 - 

证 ”因为 u,v 在 2 处 可 微 , 所 以 在 z。 处 存在 任意 方向 的 方 问 
导数 了 /2 ,90/9, 且 


lim Al ~ lim YA 十 (0) 
sz-0 |Az| Az—0 |Az| 
. Au 1 Av \: 
re 


| 
wily 


Si 


人 | 
tw 


加 Nw, 
Xi+A'=Y:+ B==EX+Y):+ (4 + B)’]. 
KX:—Y:=B’— A’, X= 二 二 BB， 
一 ~> 
XY =— AB, Y 二 干 A， 


即时 二 史实 多 he HAT 2 一 人 一 2 
dr dy gy ar” ar dy dy dz 
当前 一 组 等 式 成 立时 ,f(z) 在 zo 可 导 ; 
当 后 一 组 等 式 成 立时 ,f(z) 在 zo 可 导 . 
例 9 设 实 函 数 x(Cz,y) 有 偏 导 数 , 且 xz,y) 可 表示 为 2 二 工 


z+z 之 一 之 


+ iy 和 过 的 函数 , 即 wz,?) = | . 设 z 和 z 是 独立 
的 ,证 了 明 : 
ul _ i) ul ,a 
站 一 到 [站 一 却 | ,起 = 下 二 +i 双 }， 
证 ”由 复合 函数 求 导 法 则 ,可 得 
rm dmhW_loa lim 
RR dg WR 2ar 2 
a _ ry _ lu, i 
az do WR 2a 29y 
ax _ je_l| 安 ley/ 
利用 了 赤 一 直 寺 ,于 一 直 定 ,于 一 直 光 ,型 一 直 空 ,所 以 等 式 得 
证 ， 


例 10 设 f(z)==wu(z,y) 十 iv(z,y) ,uv 都 有 偏 导数 . 证 明 . 
对 f(z),C-R 条 件 可 表示 为 


af aa 
于 一 到 一下 二 
证 ”利用 例 9 结果 ,有 
dl _ lid am_loa, i 
RR 2a 2a 2 2 
limwm_l1iwm i 
同 于 2 2 Ar 2 9y ”到 2 risa 
2 nN 
若 f(z) 解析, 则 C- 民 条 件 成 立 , 节 一 总, 节 一 一 多 ,代入 即 得 
af _a oo li .ar i/do .Da 
> 有 一 了 下 十 ij 下 | 十 本 | 冯 十 1 多 


es 00。 


] | oe eg 1 /or Qo 
-站 肝 一 玉 十 下 吉 十 下 
可 见 与 f(z) 的 C-R 条 件 等 价 . 

例 11 讨论 :车 f(z) 可 导 , 何 时 有 


f(z) = ti 
其 中 zz 二 re 
解 ”因为 (2) 可 导 , 则 lim 人 惟一 确定 .车 取 点 z 和 z 十 A 


位 于 由 原点 出 发 、 辐 角 为 9 的 射线 上 , 即 z== re”,z 十 Az 二 (7 十 
Arye“ , 则 


(cosl 一 isinO)? 


, = Azd 十 IaAv 1. Az . Ar 1 -ij 
f'(z) = lim 人 一 lim A 一 lim| Ay tigle 
Er ec 一 | 对 十 ij 这 (cosl 一 is1n0). 


所 以 , 当 z 和 >z 十 Az 为 由 原点 出 发 、. 辐 角 为 2 的 射线 上 的 点 时 ,上 
式 成 立 . 

二 一 .函数 解析 性 的 判定 及 其 运算 

函数 解析 性 的 判定 可 依据 定义 或 定理 2, 在 利用 定理 2 时 , 特 
别 要 注意 的 是 不 要 忽略 了 对 u《z,y),v(z,y) 的 可 微 的 考察 . 函数 
f(z) 解析 的 许多 等 价 条 件 是 应 该 引起 我 们 注意 的 ,牢记 它们 可 以 
使 我 们 讨论 问题 节省 很 多 时 间 . 证 明 问 题 的 许多 技巧 无 法 一 一 列 
出 ,请 读者 自己 在 例题 中 体会 . 

例 12 讨论 下 列 函 数 的 可 导 性 与 解析 性 : 

(1) f(z2) = 7 3iz’y — 37y: — iy’s 

(2) f(z) = zxy’ + ir’y; (3) f(z) = 3— z+ 22°; 

(4) f(z) = |z|’z; (5) f(z) =2z5,. 

解 (1) wlz,y) = 二 XT 一 37Ty:,v(XZT,y) 二 3x’:y 一 yy 在 全 平面 
处 处 可 导 , 且 


de 


-2 & _ WW 多 222 
元 3 3 和 ， 3 二 6xy; 元 一 6z3， 9y 37 3y 


.67 。 


所 以 ,jz) 在 全 平面 都 满足 C-R 条 件 , 处 处 可 导 , 处 处 解析 . 
(2) u(xX,y) 二 Xxy:,v(rz,y) 二 xz?y 在 全 平面 可 微 ,而 


Wy py; = 2 Wj 
ar 2’ 9y ?3 ax 7 3y 


所 以 , 仅 在 点 (0,0) 满足 C-R 条 件 . f(z) 在 点 (0,0) 可 导 , 在 全 平面 
处 处 不 解析 . 

(3) xzZ 3y) = 3 一 工 十 2(7T 一 y),v(z,y) 二 一 y 十 4xy 在 
全 平面 可 微 ,县 

A 


a Ov 2 
到 一 一 1 十 4 鸭 一 一 4 下 二 4， 及 二 一 上 十 4z. 


所 以 /sz) 在 全 平面 都 满足 C-R 条 件 , 处 处 可 导 , 处 处 解析 . 

(4) xz y) 一 (十 认 )zoCzyy) 一 (zz 十 如) 在 全 平面 上 
可 做 , 且 

= 37: + ,5 于 = 27y; 2 一 27y, 六 = 十 3y 
所 以 全 平面 上 只 有 点 (0,0) 满足 C-R 条 件 ， 改 f(z) 仅 在 点 40,0) 
可 学 ， 处 处 不 解析 . | : 

(5) wu= x — Ciry + Cirytyv = 一 C5Z'y 一 CiZ2 人 十 站 在 全 
平面 可 微 ， 且 - 


多 一 5z: 一 3C 1 5Z y 十 Csy’, 


元 一 一 2Ciz ? 十 4CSZy 


mu 
dy 
= = Clzt — 3Ciziy: + 5y.. 
显然 ,f(z) 在 全 平面 都 满足 C- R 条 件 ,处 处 可 导 , 处 处 解析 . 

例 13 设 f(z)= 二 my + nryti(r 十 zy ) 在 全 平面 解析 ， 
求 m,n,l 的 值 . 

解 ” 因 为 f(z) 解析， 所 以 满足 C- R 条 件 , 由 xz(zyy) 一 zy 十 
nz y,v(T，y) 二 ZX 十 lry’ ,得 


到 = 4Ciz 了 一 2C5Zzy ， 


Ou WM 。， ? 
元 一 2zym， 93y 3m rns 


。 0D8 。 


2 37 十 ly’， 2XYyt. 


ar | Dy 
由 C-R 条 件 , 有 
2Tyn = 2xyl, 3ym 十 rn 一 一 37 一 yl. 


比较 系数 ,得 ! 一 n,m 一 一 二 (一 一 3, 故 
1 一 一 3,!/ 一 一 3, 7 一 1. 
例 14 验证 f(z) =er -，(cos2zy 十 isin2zy) 满 足 C-R 条 件 ， 
并 指出 解析 区 域 . 
解 wl(zX,y) 一 er -ycos2zy， v(T,y) 一 er -7 sin2zy 在 全 平 
面 处 处 可 微 , 且 


2_.2 
2e” ”(zcos2zy 一 ysin2ry), 


2 .2 。 
一 2e ”(ycos2zy 十 zsin2zy); 


2_ 2 
2e  ”(zsin2zy 十 ycos2zy)， 


IE 


2 2 . : 
2e (一 ysin2zy 十 zcos2xy). 


显然 ,f(z) 在 全 平面 上 处 处 满足 C-R 条 件 , 从 而 处 处 解析 . 

例 15 证 明 ; 如 果 f(z) = wu(z,y) 十 iv(z,y) 在 区 域 DD 内 解 
析 , 且 满足 下 列 条 件 之 一 , 则 f(z) 是 常数 . : 

(1) f(z) 取 实 常数 ; (2) f(z) 在 DD 内 解析 ; 


(3) f' (z) = 0; (4) f(z) | 等 于 常数 ; 
《5) Re[f(z)] 为 常数 〈6) Im[/ (8&)] 为 常数 ; 
(7) argj (z) 为 常数 ; (8) z 一 了 


(9) au 十 如 = ,其 中 abc 为 不 全 为 零 的 实 常 数 


证 (1) 车 f(z) 取 实 常数 , 则 v(x,y) = 0. 于 是 字 一 了 一 0. 
由 C-R 条件 知 , 末 一 严 一 0, 即 户 (z) = 0. 所 以 /(z) 一 C( 常 数 ) 


* 站 日 。 


一 (一 2 加 此 


ay ay ay 
93 一") 2 
ar 于 .而 /Cz ) 在 也 内 也 解析 ,有 元 一 ay "ay az 


仅 当 zx = 尼 数 ) 一 C:( 常 数 ) 时 ,两 组 等 式 同 时 成 立 . 所 以 
f(z) 一 (1 十 1C; 为 笛 数 . 

(3) f°(z) = 0, 则 由 导数 表示 式 知 ,学 一 
0, 所 以 zz 为 常数 .于 是 f(z) 为 第 数 . 

(4) |f(z)| 三 C( 常 数 ) ,对 C 进行 讨论 . 

车 C = 二 0,; 则 z= 0,v = 二 0,f(z) 一 0 是 常数 . 

若 C 关 0,f(z) 关 0, 但 f(z) f(z)==C, 即 十 v= 二 C7, 则 
两 边 对 Ty 分 别 求偶 导数 ， 有 


(2) f(z) 二 ww 一 1v 在 D 内 解析 ， 则 元 


o_o 
dy "ar | 


4 
dy 


zx 至 十 2 中 一 0， 2u 二 2 了 一 0 
利用 C-K 条 件 , 由 f(z) 在 D Ai 
2 _ 妈 凤 各 
Aar ay 9y az ” 
所 以 | “为 一线 性 方程 组 ,由 于 
| 十 四) 一 一 Ce 天 0， 


则 用 克拉 默 法 则 解 得 学 = 0, 卫 - 0， 所 以 革 一 0 水 一 0, 即 zx 一 


Cisv 一 C,. 于 是 ,f(z) 为 常数 . 
(5) 若 Re[f(z)] 为 常数 , 即 = C1 一 天 二 0, 因为 f(z) 
解析 ,C-R 条 件 成 立 , 故 史 一 里 二 0, 于 是 ,0 一 Cz( 常 数 ). 即 /2) 


为 遂 数 . 
。70。 


(6) 与 题 (5) 类 似 ,由 v 一 Ci, 得 哆 一 东 一 0. 因为 (=) 解析 ， 


C-R 条 件 成 立 , 故 合 二 好 一 0, 知 w 一 Ci( 常 数 ). 于 是 f(z) 为 党 
郑 . 
(7) argf(z) 一 常数 , 即 arctan 2 二 C. 于 是 
sl md :fi, md 
(v/uy “ar “ar “ay "ay —0 
i 十 (vf) wv wu? vi) : 
Ov At 
“i? 4 
得 z 
uv 一 0 “+v 人 Y=0， 
租 半 二 
解 得 二 = ry 0, 即 zz 均 为 常数 . 于 是 ,1 (z) 为 常数 . 
(9)& 二 ,由 CC R 条 件 ,得 
WA WV 
9y a ”ar a ay 2y 
， 3 _ 3 Me 
所 以 ,由 (1 十 4o5 好 一 (> = 0 一 元 二 0 二 >v 为 常数 ,u 也 
(10) 设 a 去 0, 则 4 = 个 二 下 ,于 是 
NW _b 了 Od_ Lb 
3z a dr dy a 0 
由 C-R 条 件 ,得 . 
wm bm br bb 
ay ar ad a | | 
blo 
-|1 十 所 | 完 = 0， 


所 以 ,u,v 必 为 瘦 数 , 妈 f(z) 为 常数 . 
例 16 证 明 ; 若 DD 是 关于 实 轴 对 称 的 区 域 , 则 函数 f(z) 与 
f(z) 在 D 内 同时 解析 . 


11* 


证 “因为 万 是 关于 实 轴 对 称 的 区 域 ,所 以 由 z € D>zE€ DD. 
设 f(z) 一 zzyy) 十 io(zyy)， 则 
f(zI 一 xz 一 们 一 ip 一 7) = px,y) 十 这 (zyy). 
由 于 f(z) 解析 ,u(x,y),v(z,y) 在 DD 内 可 微 且 满 足 C-R 条 件 


ai _ 由 __ 由 
ar gay ga or 
又 由 zyy) 二 (zr 一 y) ,pr y) 一 一 VCz， 一 y)， 得 
Pp _ CAC A PWT 
az oz 9y Dy 7 
WW__ or, ~—y) WY ”和 GZ， 一 了 了) 
Ax Aar Oy Oy . 


na 
inl me 


所 以 f(z) 也 在 DD 内 解析 . 

推论 。 f(z) 在 上 半 平 面 解 析 的 充 要 条 件 是 1(z) 在 下 半 平 面 
解析 . 其 证 明 可 仿效 此 例 作 出 . 

例 17 . 求 函 数 

fw) : = (VW), = |wl| Vieieeee+raton ,太一 0 1 一 | 
在 区 域 % 二 argw 二 十 2x 上 的 导数 (h 为 常数 ). 

解 ”因为 这 ”个 函数 都 是 函数 记 一 扩 的 单 值 反 蚌 数 , 所 以 它 
们 是 区 域 R 二 argw 二 十 2k%X 上 的 连续 函数 (因为 它们 的 模 与 辐 
角 都 连续 ). 由 本 节 例 1 知 ， 它们 都 是 <argw < m1 十 2 上 的 解 
析 函 数 ， 且 有 


ad A 
Ce) 人 之 new 


例 18 车 f(z) =xv 十 ip 解析 ,s 与 n 是 两 个 相互 垂直 的 单位 
向 量 ,将 * 按 逆 时 针 方向 旋转 元 可 与 重合 . 证 明 :方向 导数 


。72 。 


证 ” 设 一 e: = cos9 十 isin0, 则 


n= ee 。e:2 一 一 Sing + icosk. 
又 f(z) 一 w 十 记 解 析 , 则 wow 可 微 , 且 咏 一 咏 , 半 一 一 里 . 利 
用 微 积 分 中 方向 导数 的 计算 公式 ,可 得 
/ 各 一 ecosb 十 Fsin, ~ 一 一 sing 十 Fc0s0， 
和 一 cos 十 3 sing YY 一 一 人 sinb 十 Pcosb 
由 f(z) 解析 的 C-R 条 件 ,得 
aaa ao 
EE A 2 


例 19 ”证明 柯 西 - 黎 曼 方程 的 极 坐 标 形式 (2 平面 取 极 坐 标 ， 
忆 笠 面 取 直 角 坐 标 ) 是 四 
aa 1% 


a _1 
Oo rr 


证 设 二 reos9,y 二 ysing， u = u(zT,y), 0 = vz,y) 由 复 
合 函 数 的 求 导 法 则 与 直角 坐标 下 C-R 条 件 ; 可 得 ， 


一 一 一 十 一 一 ~ cosb + sing 


a aa WH ar ay’ 
一 2 2 1 十 rcosg 采 ， 
如 -和 红色 2 了 di pr 
Fath cos0 2 十 sing 到 az? 
旷 一 关闭 + 总 红 == rsin0 多 十 rcosg 到 
对 比 第 一 式 与 第 四 式 ,第 二 式 与 第 三 式 ， 即 得 
ai Ta 了 1 工 a% 
分 ra "aor rm 


例 20 ” 设 晒 数 w = f(z) = R(cospt Ising),z = Zz 十 iy, 则 
C-R 条 件 可 写 为 
。73 。 


R_o%R__pY 


ar 3y’” By Ax 
i aR 
且 有 (2) 一 f(z)| 丰 守 二 i 站 | 一 f(s)| 另 一 真名 


证 “这 是 > 平 呈 取 直角 坐标 系 .zw 平面 取 极 坐 标 系 时 C-R 条 
件 的 证 明 . 

由 复合 函数 求 导 法 则 和 直角 坐标 系 下 C-R 条 件 , 设 x = 
Rcosp,v 一 Rsing, 则 R= 二 V 吧 十 殉 ,tang 一 一 .于 是 ,利用 反 函 数 
的 导数 ， 


一 
PP singa cosp% 
十 罗 到 RT 


A . Ou ， A ov 
一 cosp3, 十 sing 3 一 SInY8 元 一 CS9 元 ， 


全 全 | 名 和 时 虹口 江 
| 
RS 8| 


sinp A ，cosyg cospAa ，stinyp gr 


9y Ray Roa Ra R ar 
对 比 第 一 式 与 第 四 式 , 第 二 式 与 第 三 式 , 即 得 
oR — 尺 op ik _R 2 好 


ar dy 9 


十 1 所 (cosg 一 ising) 2 一 十 (icosgy 十 sing) 


i T (cosy 一 lslinp)| 一 


ti 于 | 

1 Nh .Nn 
= Rcosg 二 | ui 

利用 上 面 已 证 得 的 C-R 条 件 ,得 


窟 =f(z)| 丙 于 +i 密 |]= f(z)|[ 史 一 


~ 
3。 


1 
TE 


~1R%9 _ 站 
由 于 之 (InR) 去 到 :四 (|nR) = 页 3y ，, 故 又 有 


se 7 了 4 s。 


f(z) = /(z)| 去 (lnR 十 i 过 |= /=)| 元 一 三 坟 GnR) | 


例 21 设 f(z) = 二 R(cosp 十 1S1N0@9) yz 二 r(cos0 十 isin0) 证 
明 : 柯 西 - 歼 坚 方程 为 
aR _R Ro aR __ ,pm 


o 2 六 
证 ”这 是 > 平面 导 忆 平面 都 用 极 坐 标 表 示 时 的 C-R 条 件 . 
设 z 一 工 十 1y, 工 一 rcos0,y 一 7sin0,RR,D 是 zy 的 范 数 ,zy 
是 7r,0 的 图 数 .由 复合 函数 的 求 导 法 则 ,有 


-多 RY ggR sings 
ax dy 


太一 下 第 + 守 汶 一 一 rsinb 侈 十 rcosg 3， 
守 一 建 芝 十 六 他 一 cos0 如 二 sin 次， 
| = 二 总 之 = 一 rsin0 定 十 rcos0 
利用 上 例 的 结果 ,有 时 
一 cosg| R 4 十 sing| 一 ， RE 
= 二 一 rsing 多 十 rcosb 9 天 | = 二 多 
Ri R 各 | 十 reos 一 人 器 


= 一 Er ecosb 于 十 sing 天 | = 一 名 避 
例 22 如 果 J/(z) 一 x 十 记 是 zx 的 解析 函数 , 则 


[| | [ae 1Pealz 


证 ”因为 f(z) 解析 ,所 以 wo 可 微 ,C-R 条 件 成 立 . 
三 (z) = tr iv, = ur — iu,. 


由 于 |f (2) | 一 Vu 十 广 ) 故 


。 7D 。 


入 WY ~ iT 
3 jz)112 olfCz) 1 wl a) vv: + vv)) 
因而 | ax +| dy wu 二 vv 
二 二 w= |f'(z)1°. 
例 23 设 Fz) 一 alnGz: 十 风 ) 十 iarctanCy/z) 在 工 盖 0 时 


解析 , 式 确 定 (人 的 值 ， 


解 = 二 aln(x’? 十 光 ) mo 一 arctan 


A 9ax Ov 


ar zy dy T+ 
由 /(z) 解析 , 则 及 一 有 ,得 4a 一 也 
鲁 24 西数 ww 一/ 在 区 域内 拓 术 ,证 明 
Al = |[ 坊 十 坊 Ss) 7 ON: = 4 Ot 


证 ” 设 f(z)== 志 十 iv,|f(z)|?=w? 十 v*,f(z) 在 DD 内 和 解 
析 , 所 以 f(z) 在 D 内 有 任意 阶 导数 , 故 


下 Me 一 2z 关 十 2 


BlS 


| 一 24 到 十 20 52 = 十 2 


对 
ax 
F Ff ;> 
lf = 2 zs 


因此 Ac 本 + | Go 


Gv .| Fv 
2 Nu 2 HN 2 Ne 2 
le 办 + |) + |( 吉 ) ] 
_ du , Fu Be _ 
Au = 3 十 3 一 0, Av 7 十 3 0; 


。76。 


于 是 
ser- 训 刘 人 (人 人 ( 动 ” 
a 


第 二 节 初等 解析 函数 


主要 内 容 


复 变 初等 函数 是 一 元 实 初等 函数 的 推广 . 它 与 实 初等 函数 有 
许多 相同 之 处 ,但 也 有 很 大 的 区 别 ,而 这 正 是 我 们 需要 注意 的 . 


一 、 指 数 函 数 

1， 函 数 f(z) 一 er(cosy 十 isiny) 称 为 复 变数 z 的 指数 请 数 ， 
满足 : 

(1) f(z) 在 复 平面 内 处 处 解析 ; 


(2) f° (z) = f(z); 
(3) 当 Im(z) 二 0 时 ,f(z) 一 er, 其 中 工 一 Re(z) 
指数 冰 数 叉 记 为 “ expz = er(cosy 二 isiny). / 
2 lexpz| 二 er，Arg(expz) 一 y 十 2k. 
expz 天 0，ey 一 Cosy 十 isiny. 
满足 加 法 定理 CXDZ1 十 expz2 一 .6eXP《23 十 zs) ; 
具有 周期 性 ,周期 为 2&ri, 即 


ez * 十 24km ez 。 已 2 一 es 


二 、 对 数 范 数 
1. 满足 方程 e* = z (z 关 0) 的 函数 称 为 对 数 函 数 , 记 作 
大 了 7 S 


Lnz = lniz| 十 1Argz. 
对 数 函 数 是 指数 函数 的 反 函 数 , 是 多 值 函 数 , 每 两 个 值 相差 
27 的 整数 售 . 
lnz 二 ln{z| 十 iargz 称 为 Lnz 的 主 值 . 
dinz 


2，lnz 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 上 处 处 解析 , 且 五 ” = 
=， Lnz 的 各 分 支 也 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平面 上 解析 , 且 有 相 
同 的 导数 值 . 


Ln(lz) 十 > ) = Lnzi + Lnz,, 


Ln 二 一 Lnz, 一 Lnz,. 
之 2 
这 些 等 式 应 理解 为 两 边 可 能 取 的 值 在 全 体 意义 上 相同 . 
三 、 乘 寡 a 与 害 函 数 


工 梯 敌 一 er (a 关 0 复数 ,任意 复数 ) 
% 是 多 值 的 . 当 5 为 整数 时 ,a' 单 值 ; 当 5 == 互 (p,q 为 互 质 的 
整数 ,g 盖 0) 时 ,a 具有 9 个 值 , 即 
06 一 in | cos FCarga T 2k7) 十 isin 全 (arga 十 2kr) |， 
k 一 0,1，…， (9 — 1). 
一 般 情况 下 ,a 有 无 穷 多 个 值 ， 
2. 带 函 数 w 一 z = 二 e*“ 是 多 值 卫 数 .6 王浆 时 , 整 乔 函 数 z 是 
单 值 的 .b = 一 时 ,wm 一 bz 是 多 值 的 ,有 个 分 支 .一 般 情况 下 ， 
w = 少 是 多 值 的 ,有 无 穷 多 个 值 
2 在 全 平面 解析 . =: “和 一 般 的 区 在 除去 原点 和 负 实 轴 的 复 平 
面 解 析 . 
四 三角 函数 与 双 曲 函数 
1 定义 cosz 一 六 (er 十 e-=)ysinz 一 六 (er 一 e 一 ) 


。 7 了 8 。 


1 之 COSZ 


S 
tanz 一 ，COtz 一 一 , 
COSZ sinz 
} 
secz 一 一 --，cscz 一 一 -一 . 
COS 之 sinz 
2，cos(z 十 2kr) 二 cosz,sin(z 十 2&r) 二 sinz, 是 以 27 为 周 


期 的 周期 图 数 . 
cos( 一 z) 二 cosz 是 贫 消 数 ,sin( 一 z) 二 一 sinz 是 奇遇 数 . 


(cosz)' 二 一 sinz, (sinz)' == cosz ,Sinz ,Cosz 在 全 平面 内 解析 . 
欧 拉 公式 成 立 ,e* 一 cosz 十 1Sinz. 
三 角 函 数 中 关于 正弦 函数 和 余弦 函数 的 许多 公式 仍 成 立 . 因 
为 cosiy 一 chy,siniy 二 shy, 所 以 
cos(Z 十 1y) 一 cosZcosly 一 sinxsiniy = coszchy 一 IsInZzshy， 
Sin(Z 十 1y) 一 Sinzcosly 一 cosxsinly 一 SInZzchy 十 1cosxzshy. 
lsinz| 等 1 和 jcosz| 和 1 不 再 成 立 . 
3. 定义 chz 三 六 (er 十 e “) ,Shz 一 了 (er —e€ *),thz = sz, 
ctha 二 守 # 为 双 曲 余弦 、 双 曲 正弦 、 双 曲 正切 和 双 曲 余 切 、 
4. chz 和 shz 是 以 2xi 为 周期 的 周期 函数 . 
chz 是 偶 函 数 ,shz 是 奇 函 数 . 


chz 和 shz 在 复 平面 内 解析 , 且 
(chz)' = shz, (shz)' = chz， 


chiy = cosy, shiy = isiny, 
chlz 十 1y) = chzeos y 十 ishzsiny， 
sh(x 十 iy) = shzxcosy 十 ichzsiny， 
五 、 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 
1， 定义 芭 = Arccosz 一 一 iln(z 十 Vz —1) 为 反 余 弦 函 数 ， 
w 一 Arcsinz 一 一 in Ciz 二 Vi 一 zi) 为 反正 弦 盖 数 ,w 一 Arctanz 


一 一 十 in 并 士 让 为 反正 切 函 数 
。79 。 


2. 定义 Arshz = ln(z 十 V 叶 十 1) 为 反 双 曲 正弦 ,Archz 王 
In(z 十 V 驻 十 1) 为 反 双 曲 余 弦 ， Arthz 一 六 ln 了 二 为 反 双 曲 正 


切 . 


疑难 解析 


1. 叙述 复 变 指数 函数 与 实 变 指数 函数 的 区 别 . 
答 。 由 于 expz 二 e* 二 e*(cosy 十 Isiny), 其 区 别 为 
(1)e* 尖 0, 而 e”> 0; 
(2) e* 一 er?%" 是 以 2kri 为 周期 的 周期 隔 数 ,而 e” 不 是 周期 欧 
数 ; 
(3) e* 没有 乘客 的 意义 ,而 er 可 视 为 e 的 < 次 徊 ; 
(4) lime: 不 存在 . 而 lim e” = 0, lim e” 一 十 co. 
2. 怎样 区 分 e 的 z 次 才 与 e”? 
答 ”由 题 1 知 ,e 没有 乘 震 的 意义 , 它 是 单 值 的 ,而 e 的 = 次 寺 
是 一 个 多 值 函数 ,为 了 区 别 , 记 为 [e] 
[|e* | = exp (zlne) = exp {z[lne 十 i(0 十 2k7) 1} 
= exp[z(1 十 2k7i) | = expz * exp (2k7i). 
当 上 上 = 二 0 或 上 天 0,z 为 整数 时 ,Le ] = expz. 


当天 0z 一 广 时 ， Le* ] 与 expz 的 模 相 等 , 辐 角 不 同 . 


当头 0， 。 为 无 理 数 时 ， 两 者 模 相 等 , 辐 角 不 同 . 
当 &A 关 0,z 为 纯 虚 数 时 ,两 者 模 不 等 , 辐 角 相同 . 
当 & 关 0,z 为 复数 时 ,两 者 模 一 般 不 等 , 辐 角 一 般 也 不 同 . 
3. expz 一 e 什么 时 想 等 于 实数 ? 
答 。 因为 expz 一 er(cosy 十 jsiny)， 所 以 应 有 es .siny = 0. 
而 er 和 尖 0, 故 由 siny 一 0=>y 一 Ar (全 二 0, 十 1,…). 即 当 z 位 于 
。8O 。 


实 轴 或 平行 于 实 轴 且 与 实 轴 距离 为 tx 的 直线 上 时 ,e 的 值 为 实 
Py 

343， 叙述 复 变 对 数 函 数 与 实 变 对 数 函 数 的 区 别 . 

答 “因为 Lnz 一 lnz 十 2&ri, 所 以 区 别 为 : 

(1) Lnz 是 多 值 函 数 ,jnz 是 单 值 消 数 . 


(2) Ln(ziz,) = Lnzi+ Lnz, La| 加 二 Lnz) 一 Lnz,, 虽然 与 
实 对 数 函数 运算 法 则 相同 ,但 意义 不 同 . 复 变 对 数 函 数 等 式 的 意义 
是 全 体 值 的 相等 ,而 不 是 对 应 分 支 的 相等 . 
(3) Lnz" 天 2Lnz,Ln Yz Lnz. 例如 ,对 Lnz?, 当 z 一 rei 
时 ,zx# 一 一 re 
Lnz? = lnr? + i(20 十 2m7), m = 0, + 1,**, 
2Lnz 一 2jinr + 1(20 + 4k7x),£ = 0,+ 1,.. 
显然 ,两 者 实 部 相等 ,但 虚 部 可 取 值 却 不 相同 . 
(4) Lnz 的 定义 域 为 除 堆 之 外 的 全 体 复 数 , 而 lnz 的 定义 域 是 
过 人 > 0. 
5. 为 什么 |sinz| 过 1 与 |cosz| 委 1 在 复数 范围 内 不 再 成 立 ? 
答 ”因为 sinz = (er 一 e-*), 所 以 


er _ e 一 下 


21 


lsinz| = 


= L |er —e- "| 
2 


| le _ le-i| | Fle™ — e?|. 
当 》 一 十 co 时,e 一 0e 一 十 co, 所 以 |sinz| 二 1 不 再 成 立 . 同 
理 可 证 ,不 再 有 |cosz| 委 1. 
又 sinz 一 Sin(z 十 1iy) = sinzchy 十 icoszchy， 而 


1,.- 1 
chy= Fe "+e), shy= i(e e”). 


当 y 一 coy jchy| 与 |shy| 一 吕 , 所 以 |sinz| 声 1 不 下 成立. 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


关于 初等 解析 饥 数 ,我 们 考虑 三 个 方面 的 问题 .一 是 关于 初等 
解析 图 数 的 计算 ,二 是 关于 初等 解析 函数 方程 的 求解 ,三 是 关于 初 
等 解析 函数 的 等 式 或 不 等 式 的 证 明 . 在 求解 这 些 问 题 时 ,一 是 要 熟 
悉 初 等 解析 函数 概念 ,特别 是 与 实 初等 函数 的 区 别 ; 二 是 要 善于 运 
用 初等 解析 图 数 的 性 质 ,包括 实 初 等 函数 的 性 质 来 分 析 和 证 明 . 

一 、 初 等 解析 函数 的 计算 

例 1 设 * 一 工 十 jy 计算 


工 
(1) lei~*|; (2) le’|; (3) Re(e’). 
解 是 
(2) es _ EC 二 ip) — ez 一? 2 十 2iry ,于 是 [es | ez 7 
(3) er 一 ec-P/eeto， 于 是 
Re(Kel/z) = @r/ z+) ， 


(1) e(C2 一 5)73 ; (2) el "i/2, (3) eti, (4) et 


y 
COS 一 一 
Ty 


，。 所 
COS 一 一 1Sin 一 


3 3 


_ en| 5 3 _ Fe — V3i). 


解 ” (1) 2 /3 一 2/3 oo en/s 一 e2/3 


_ NR .XX . 
(2) el "2 一 el eos 去 一 isin 一 | 一 一 ei. 


2 2 
(3) e2+: 一 ez(cos]l 十 isin1). 


1， & 一 士 1， 士 3……， 


(4) e 和 < = cosAT 十 jsin&kr = | 
一 1]， R 一 0, 十 2, 十 4 


~—1/#4 
例 3 设 /一 l “7 证 田 ， f(z) 在 全 平面 处 处 


0， 2 一 
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满足 C-R 条 件 ,但 在 z = 0 不 解析 ,甚至 在 = = 0 不 连续 
证 “在 = 天 0 时 ,jz) 一 e 在 复 平面 上 解析 ,满足 C-R 条 


件 . 
在 z= 二 0 点 ,因为 
dt ,OU e 一 Ler 
! = 一 一 一 一 一 一 二 
f (zz) 一 了 二 1 lim 入 7 0 ， 
.、 和 

， _ a | ee 一 1 UAy) 0 

/一 区 十 1 lim A ~ 0， 
A ov Ot ho 


所 以 元 一 轧 一 0 及 一 -均一 0, 也 满足 CR 条 件 . 
但 >z 沿 直线 了 = 工 趋 加 于 零 时 ,= 一 (1 十 iDzz 一 一 4z4 有 
ce 一 1 _ ee 一 1(Gz ) 一 十 co， 
所 以 ,f(z) 在 z= 0 不 连续 . 
例 4 讨论 lime’ 是 否 存 在 
(1) 当 z 沿 从 原点 出 发 的 直线 趋向 于 ce 时 ; 
(2) 当 z 沿 双 曲线 zy 一 1 的 支 趋向 于 oo 时 ， 
(3) 当 z 沿 y= 守 趋向 于 co 时 . 
解 (1) 直线 的 辐 角 为 argz, 讨论 不 同 的 0. 
当 一 二 <0< 了 时 ， 
Rez 一 工 一 co，je| 一 er 一 co， 
所 以 ez — cc， 
当 于 < 0 < 这 时 ， 
Rez = xz—— 00, |e’| = e*— 0, 
所 以 er ~ 0. 
当 一 土 二 时 ,Re(e*) = cosy 在 一 1 与 1 之 间 振动 ,所 以 e* 
的 极限 不 存在 . 
(2) 当 * 沿 双 曲 线 zy = 1 的 枝 趋 向 oo 时 ,车 以 正 、. 负 实 轴 为 渐 
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近 线 ,极限 分 别 为 2 与 0, 故 e* 当 z 一 co 时 极限 不 存在 . 

(3) 沿 抛 物 线 > 一 产 趋 向 coe 时 ,在 第 一 象限 与 第 二 象限 的 一 
枝 ,极限 分 别 为 co 与 0. 故 e* 当 z 一 co 时 极限 不 存在 . 

例 5 计算 下 列 函 数值 : 

(1) Ln(l 十 0); (2) ljn(3 一 3i); (3) ln(e )3 

(4) Ln(— 3 + 41); (5) ln Gie). 

解 ”(1) Ln(l 十 1) 是 多 值 消 数 , 所 以 


Ln(l 二 1) = 5ln2 十 1 十 2kX|] ,k= 二 0, 十 1,…. 


(2) In(3 一 V3i) 是 Ln(3 一 VvV 31i) 的 主 值 ,所 以 
in(3— V3D) =Ing V3 i 全 ). 
(3) ln(e') 是 Lnle') 的 主 值 ,所 以 
ln(e') = ln]l 十 iarge = i. 
(4) Ln( 一 3 十 4i) 是 多 值 函 数 , 所 以 
Ln( 一 3 十 4 一 ln5 十 iaretan| 一 了 | 十 2kr | 


一 jn5 十 ix 一 arctan 加 十 2RTI， 


| k= 0， 士 1] ，，。， 
(5) ljnkie) 是 Lntie) 的 主 值 ,所 以 


Indie) 一 jnlel 十 iarg(Ge) 一] 十 了 


例 6 求 下 列 复数 的 辐 角 主 但: 

(1)e 3 (2) ee (3) ee — ef(0& a p< 2n). 

解 因为 er+y == e*(cosy 十 isiny), 所 以 Arge’ = 二 yy 十 28K， 
而 0 委 argz <x. 所 以 

(1) 因为 Arge2fi == 1 十 24x ,所 以 arge2+i 一 1. 

(2) 因为 Arge-3- 一 一 4 十 24r, 所 以 arge 一 一 一 4. 

(3) 因为 

e 遇 


so osin 和 一 上 cos 开 十 十 上 Tisin 工 十 & 十 放 ， 
2 2 2 
且 0 志 a<B<2nsin 上 > 0, 所 以 
Arg(e” — e#) = 一 十 2kX. 
a+ PCr 时,arg(e" 一 ep) 一 开工 “十 
当 a 二 b>" 时 ,arg(e” — ef) 一 Toth on 
+h— 3r 
2 . 


Da (2) 2/4 (3) z". 
解 (1) zi 一 eiLnz 一 einlz[+iargz 十 2tmi) 
一 elzle™ Grert2r), k=0,+ 1 

(2) z3/4 = EY/tin = e3/4Lalzl 。 eilargrt2hr)/4 

. = VY |z|e etint k=0,1,2,3, 

当 z 确定 时 ,=“ 有 四 个 值 . 

(3) zx = ei -一 ex(nlz| 十 iargz 十 2kmi) 

一 |z|*eierer+2t0 = 0, 士 1，… 
例 8 计算 下 列 函 数值 : | 
(CDi; (2) (1 十 iD 《3) 21+i. 


解 1) 二 er 一 et) 


- (Ft) 


=e ,k=0,+t1, 


(2) (1 十 Dil-i= el-Dnd+t) 一 eu [ms vE +Hi( +a) | 


( nm V 王 十 于 十 argz ) +i{ T+2hx—In v3 | 
恰 


VDet [eos| 一 inw2 
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十 1S1n 二 一 了 V2 | ,k= 0, tl 


-一 ein2 一 24r) 十 iin2 十 26x) 
= 2e “cosln2 十 isinin2),& 一 0， 士 1，…. 
例 9 计算 下 列 函 数值 : 
(1) (一 93) 和 (2) Y—8; (3) V3 十 而 . 
解 (1) (一 3) 和 5 一 eyYy35m(-3) ~ eV (dn3+i(24 二 Dm 
一 ev5 [cosw5(2& 十 1)x 
十 isin V5( 路 十 1)z]， 
k=0,{t+1,…. 
(2) WY— 8=2Y—1= 20 b= 0,1,2. 
即 ?ee 一 1 十 WV3i，2?er 一 一 2，2esws 一 1 一 V3i. 
(3) 设 双 一 zx 十 这 = V3 十 和 ,两 边 平 方 ,得 
wv 十 2uvi 二 3 十 4i. 


uC— v= 3, 此 一 十 2， 


逢 7 程 组 2uv = 4， {p= 十 1， 
Bh V3 十 和 二 十 (2 十). 

例 10 ” 试 求 下 列 函 数 的 周期 ， 

(1) sin5z; (2) e*/5, 


解 (1) 因为 e* 的 周期 是 2ri, 即 e+5 一 e”, 所 以 
/5 +2 -一 ez/5 
bd ez/5 十 2 一 es 十 10m]75 二 e“" 5 , 故 e*/ 的 周期 为 10xi. 
(2) 因为 sinw 的 周期 为 2x, 即 sin(ro 十 2r) 一 sinw, 所 以 


sin(5z 十 2r) = sin5z. 
义 slin(5z 十 2rx) 一 sin5| z 十 Er] 二 SIn5z, 故 sin5z 的 周期 为 =x. 


例 11 求 下 列 函 数值 . 
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(1) cos(T 十 51); (2) cos (1 十 1); (3) sin(l1 + 1); 
(4) |sinz | (5) tan(3 一 1)， 

解 (1) cos(xr 十 51) 

[et 十 eicx+5) |] 一 三 [e-sen 十 es5e ") 
一 于 e (cosTr 十 isinx) 十 e"*(cosr 一 isin7) | 


一 一 ses 十 e) 一 一 ch5. 


(2) cos(1 十 1) 一 六 [eate _ e -ill+D] 


5[e-!(cos] 十 1SIn1) 十 e(cosl ~ 一 isinl ) | 


二 [eosl(e” 十 e) 十 isinl(e™! 一 e)|. 
(3) sin(1 十 让 一 坟 [e'nt _ ei0+D)] —— [ee 一 ee 一 
= 一 广 [e-!(cosl 十 isin1) — elcosl — isin1)] 

一 二 [sinl(e-: 十 e) 十 icosl(e 一 e™')]. 


(4) sinz = CA 一 e”7?) 一 sinzchy + icoszxshy. 
|sinz | = sin2zch2y 十 coszzsh2y 
= Sinz(ch2y 一 sh’?y) 十 (cos2z 十 sin2z)shz2y 
一 Sinez + sh’y. 
(5) tan(3—i) = sin(3—1) _ sin3cosi 一 cos3sini 


cos(3—1) cos3cosi 十 sin3sini 
sin3chl 一 icos3ch 
本 se 十 i ( 乘 夫 乞 因 式 ) 
加 sin3cos3 一 Ishlch1il 
cos“3ch“ 1 十 sin:3ch2:1 一 sin23chl + sin’:3ch’1 
_ sin6 一 isin2 
2Cch’1 一 sin23) 
例 12 求 下 列 函 数值 


es 多 7 


(1) Arctan (2 十 31); (2) Arcsini; (3) Arthi， 


解 ”注意 反 三 角 函 数 与 反 双 曲 函 数 多 值 性 , 


工 T， 工 十 攻 2 十 31) 一 工 ， 
Ti 二 3 2 5 | 


一 3 十 1 
21 
=- 志 | /2 .1 1 | 

2j FE 十 1 式 arctan -3 十 2AX 
_ 1 1 11_im2 
-| [z+ j> 7 arctan 3 | 人 E ， 
R 一 0， 士 1，，…. 

(2) Arcsini 一 一 1LnG 十 v1 ¥) 一 一 iLn(1] 土 V2) 

-+ 1) 十 12&r ]， 


一 i[in(V2 一 1) 十 ix 十 2&r)]， 
k=0,++ 1 


(1) Arctan(2 十 31) = 


lti_ 1 dl 
(3) Arthi = 2 1 > Ln > 一 2 Ln 


3 nli 十 larg (1) 十 2&rl) 一 癌 的 7 十 2kr 


a & 一 0， 十 1 ,…: 
例 13 讨论 当 * 上 一 oo 时 ,sinz,cosz,tanz 的 性 态 . 
解 因为 sinz = 去 (ex — € ~*),cosz 一 (er 十 e), 所 以 
z el om 1 
em 十 1 
而 le*| = le | =e™?’, le ”|=e’. 
(1) 当 z 沿 直线 z 一 4 十 如 (一 ce < 之 1 < 十 00,0 之 argb 之 7 
的 正 向 趋向 于 oo 时 ， > 一 十 cc, 则 
je “| 一 十 ceo，|e| 一 0， 
于 是 SINZ 一 00, COSZ —> oo ，tanz 一 > 
(2) 当 z 沿 直 线 z = a 十 夏 的 负 向 趋向 于 oo 时 ,y 一 一 co 


|e”| -> 十 co， |e 一 | — 0,， 


tanz 一 一 i Ce —e “*)/(e* 二 ee *) 一 
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于 是 sinz 一 00, COSZ 一 00, tanz —>— 1. 
(3) 当 z 沿 z= 二 a 十 (argb = 二 0 或 wD) 趋同 于 吕 时 ,6 为 正 实 


ez| 一 |eiLRecz) +itm(z) | 一 |ei[ReCe+tD+imce+b] | 


le 


mate) tiRelatt) | ——— 已 一 Im(e 十 各) — mt(a) 


= |e _ 。 
| = em , 均 为 常数 

则 Re(ei) 二 e-mcos[Rel(a 十 61)] 在 一 e-" 与 em 之 间 
摆动 . 

而 Re(e- =) 一 emeicos[ 一 Re(a 十 5)] 也 在 一 ee 与 e™%%) 


之 间 摆 动 . . 
故 cosz 的 实 部 Re(cosz) 一 (em 十 e™”)cos[LRela 十 


bt) ] 在 六 (em 十 eim(o)) 与 广 (erio， 十 eIm(“) ) 之 间 捍 动 . 所 以 ， 
cosz 的 极限 不 存在 . 


类 似 可 知 ,Im(sinz) = 一 (em 十 e™")cosLRela 十 51)] 


也 在 一 (em 一 em ) 之 间 摆动 . 所 以 ,sinz 的 极限 也 不 存在 ， 


类 似 地 ， 我 们 可 以 得 出 ,tanz 的 极限 不 存在 . 
二 、 初 等 解析 函数 方程 的 求解 

例 14 解 方程 ee 一 1 一 V3i=0,， 
解 ”将 方程 变形 ,得 et” 二 1 十 V 3i, 即 


e*= | 二 v3i|=2, 
i k = 0, 十 1],*…， 


y= Arg(l 十 V3i) 一 本 十 2kr， 
即 关 三 jn2, 所 以 e 一 jn2 十 各 十 2kzji & 一 0, 士 1,… 


例 15 求 方程 
Cir 二 Co 十 二 M(zr)=0 
LJ 9 LJ 


的 根 . 当 ? 为 偶数 时 ,MGz) = CIz !; 当 nn 为 奇数 时 ,MI(X) 二 
Cr". 


解 ”将 方程 变形 为 (1 十 xX)"” = (1 一 工 )"， 即 | 1 二 | 一 ] , 则 


1 十 工 esi/m 天 一 0,1,…)72 一 1. 


1 一 并 


ez2tri/n -- 1] Bitr/n -一 itrjn 


一 itan Kx 
ezkmjn 十 1 ix/ 十 人 一 过 r/n nn . 


二 


LL. 
一 一 上 


例 16 求解 方程 lnz 二 2 十 看 和 lnz 一 2 一 下 
解 ”由 对 数 函 数 定 义 知 
z 一 et 一 ei(cosr 十 isinr) = e’, 


-本 - 吉 


X ，。 苇 
2 一 el "6 e? cos 下 一 isin 下 


6 


例 17 解 方程 sinz 十 cosz = 2. 
解 sinz = sin(z 十 1y) = sinzchy 十 icosxshy, 


cosz = Cos(Zz 十 iy) = coszchy 一 isinxshy, 


则 由 所 给 方程 ,得 
[人 十 cosx)chy 一 2， 四 一 0， 
一 一 > 


(cosz 一 sinr)shy = 0, 或 cosz 一 SinZ， 


即 y 一 0 或 + 二 hx 十 万 闪 二 0, 土 1 

当 y 二 0 时 ,sinz 十 cosz 一 2 无 解 . 

当 z 二 hr 十 下 时 , 著 k 为 偶数 , 则 chy 一 V3, 即 十 Ce” 十。 
= 2=>e? 二 V2 土 1( 解 关于 e? 的 方程 ), 故 y= In(Y 2 土 1). 


若 上 为 奇数 , 则 chy 一 一 v 2 ,无 解 . 
所 以 ,方程 解 为 
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~] 一 


2&x 十 于 |+ in(V 2 十 1)， 
k= 0, 十 1,.… 


之 2 一 


hr 十字] 十 iln(V3 1)， 


例 18 求 出 下 列 方程 的 全 部 解 : 

(1) sinz = 2; (2) thz 一 1 十 1 二 0; 
(3) |thz| = 1; (4) cosz 一 a (a 为 实数 ). 
解 ” (1) 用 反 三 角 函 数 求解 , 即 


z 一 Arcsin2 = Ln(2i 士 V3iD) 王 一 iLnf(2 士 V3)i] 
= 一 i|In(2 土 V 3) 二 [24 十 去] 
= | 下 十 于 |r 士 in(2 填 V3), k= 0, + 1,.... 


(2) = = Arcth(1 一 D = Ln to = FLn(— 1— 2i) 


= 3[lns + iarctan2 十 (24 一 1)7i] 
一 地 In5 十 广 [arctan2 十 《2 一 1)xj, 有 一 0, 十 1，…. 
_shz er 一 e e*—] \ 
《3) 因为 thz ™™ thz 和 ex 十 已 一 z e2z 十 T ,所 以 
Ithz| = 1=> |e* 一 1 一 -|e= 十 11|. 
两 边 平方 , 并 设 e” = 二 十 iv, 有 | 
(一 11) 二 v= 二 (4 十 1) 十 vw 或 uw=0. 
由 w 二 Re(e*) = ecos[2Im(z)], 所 以 


= 0¢>cos[2Im (z)] = 0< 一 Im(z) = 由 十 < 和， 


& 一 0， 士 ] ，……. 

故 方程 |thz | 一 1 的 解 为 zlm(z) = 下 十 和 ,二 0, 土 1,…， 
实 部 任意 ). 

(4) z= Arccosa =— iLn(a 十 Va:— 1). 


* 人] 。 


当 la| 委 1 时 ,ve 一 1 为 纯 虚 数 ,|ae 十 Ya 一 1|=1， 
z 一 Arccosa 一 一 i ln 十 | arctan 人 一 4 十 Zh | 


一 arccosa 十 2&T， 上 二 0, 十 1,*…: 
这 里 arccosa 为 反 余弦 函数 的 主 值 ,此 时 (|a| 志 1), 复 数 意义 下 的 
解 与 通常 意义 下 的 解 相同 . 
当 |a| 之 1 时 ,va 一 1 是 实数 . 
若 a 盖 1, 则 a 土 ve: 一 1> 盖 0, 于 是 
z 一 Arccosa 一 一 iLn(e 士 Vaz 一 ]1) 
一 i[lin(e 士 Va’ — 1) + 2kxi] 
= 2kx 土 iln(a ++' Va: —1). 
若 a 过 一 1, 则 a 土 Va 一 1 三 0, 于 是 
z 二 Arccosa 一 一 i[lnle 士 Va: 一 1| 十 i(C2k 十 1)7] 
= (2 二 Drtilnla+ Va =1l. / 


综 上 所 述 , 得 | 
[2kx 十 arccosa， | tal 过]1,， 
z =42kr +iln(a 十 Var—i), ... a>l1, k=0,+l, 


(2k 十 1)x 士 in( 一 a 一 va IT)， a < 一 1， 
例 .19 解 方程 sinz 一 ishl. 
解 sinz = sin(z 十 1y) = sinzcosiy 十 coszsiniy 
一 sinzchy 十 coszshy， 
得 sinzchy = 0，cosxshy = ishl. 
解 第 一 一 式 : 因为 chy 关 0， 所 以 Zz 二 kx. 代入 第 二 式 ,得 shy= 
(一 1)*shl ,于 是 
当 上 为 偶数 (0, 土 2, 土 4,…) 时 ,y= 二 1; 
当天 为 奇数 ( 士 1, 士 3,…) 时 ,y = 一 1. 
2nx 十 1， 
区 Dr 
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三 、 初 等 解析 函数 的 证 明 

做 证 明 题 ,非常 重要 的 是 对 基本 公式 的 熟悉 与 函数 间 相 关 关 
系 的 了 解 ,借助 于 不 同 的 表达 形式 来 实现 . 高 等 数学 中 的 许多 方法 
与 技巧 在 复 变 函 数 中 仍然 可 以 使 用 . 

例 20 证 明 :z 王 工 十 1y 时 ,有 


1 十 到 十 i 也 | ; 则 


2 
in|z,| = ln le + 三 | 十 


2 2 2 2 

[ 空 + 三 二 +o[ 至 十 二 二 世 | | 
n n n 

加 人 十 y? rx? 十 人 

- TT 2n 十 ol 十 2n Ry 

o(…) 表示 关于 (…) 的 高 阶 无 穷 小 . 即 


z, | 一 ez. 


argz, 一 narctan 一 marctan 
== 7 一 一 0 -> 
所 以 Z， 一 | = | egr 一 er 。e 二 ex+iy 一 es. 


可 网; 与 实 一 元 函数 时 结果 十 分 相似 ; 


lim| 1 十 于 | 一 lim| 1 十 三 | =” 一 ex ， 
0 nn r=0 ny 
但 证 法 却 完全 不 同 . 
例 21 证明:z == re” 时 ,有 
lima(Yz —1) =—lInr+ti+ 2 k=0, +1,.. 


证 ”因为 n(Yz 一 1) 一 mrVrei+2on 一 11), 所 以 
感 03 三 


Refna(y > — 1)]= n | meos 二 一 1 
| 人 一 于 + |] 
z 4 71 n 


(利用 了 cosz 的 泰勒 公式 ) 
— nr 一 1 (G+ 2 7 | | (0 二 2 | | 


nz 


十 nCri” 一 1) 
— 0 lnr. 
Im{n(Yz — 1)|1= a| msin 
一 [| 0 + 2kn 
nn 


0 + 2&T 
| 


十 o —»0 二 2kx. 
所 以 lim nd Vz — 1) = 1nr iO 2kn). 

例 22 证 明 ， Re(z*) 之 [Re《z) 了 ,其 中 4€ fo0,1],Re(Cz) > 
0 ,2z* 取 主 值 . 

证 设 z = re* ,出 


OE | 一 了 | ,Re(z’) = rcosa20, [Re(z)} = 六 cos 0. 
记 /2) 二 cosM0 一 cos 站 ,考察 1(0) 的 正 负 . 
显然 ,7(0) 为 偶 函 数 . 当 )E (0,1),0 € 


二 


0 ,二 
“2 


AsinA0 十 cos :bsinb0 > 0. 所 以 ， 当 OE - | 时 ,7(2) 之 


f 了 (0) 三 0. 从 而 ,不 等 式 成 立 . 
例 23 试 证 ;e* 一 (es=); 但 er 天 (e )， 仅 当 z = kx 时 ， 等 式 才 
成 立 ,k 二 0, 土 1,… 


证 er- 一 er iy 一 er(cosy 一 1slny) 


air 


一 ez (Cosy 十 1siny) 一 er(cosy 十 Say) 


而 e” = e’t™* ~ er(cosz 十 isinz) ， 
(e*) 一 e-?~ 一 e-?(cosZz 一 isinz). 
两 式 要 相等 ,必须 e? 一 e ysinz 一 一 sinz, 即 应 有 yy 一 0,z 一 rr. 
全 Od . 


于 是 知 , 仅 当 z= 二 x 十 iy = 二 kr 时 等 式 e* 二 (e*) 才 成 立 . 


( z 0， 
0 ， 


例 24 ” 证明: 函数 f(z) = ”在 = 一 0 处 满 


足 C-R 条 件 ,但 在 z == 0 不 可 导 . 
证 设 f(z)= 二 十 1v,; 在 z 二 0, 有 


~ 二 


MM 0 Au | .Av) 1. A 
ztiaxz™ limaArtiAz)™ lm Ar 
1 AT Az 
An = | 一 
CA Au |, .Av A/ 
ay Tay IE 一 jiAy 
OA 
= ihm liAy|* 
MM Nw > 2 
于 是 ,在 = 一 0, 有 末 一 防 一 1 下 一 一 下 一 0 即 泣 足 CR 条 件 
但 是 
lim £2 = £0 - 1 fz) 1 2 
= -一 lim rz"0 |z 


却 不 存在 . 因为 ， 当 z= 沿 y 一 az 一 0 时 ， 极限 值 (1 十 这 ) /和 1 十 这 上 | 
与 a 有关, 所 以 f(z) 在 z = 0 不 可 导 . 

例 25 试 证 w = cosz 把 直线 Re(z) =5 映 为 双 曲 线 , 把 直线 
Im(z) 一 d 映 为 椭圆 (5,a 为 常数 ). 

证 设 z=5 十 id,w 二 w 十, 则 


s+ i Leer + emer 
-一 Ce 十 e““)cosb 十 7 (e — € “)sinb, 


Bp 2 一 到 (es 十 e “)cosb， v= Ce — e “)sinb. 
于 是 ,有 双 曲 线 方程 和 椭圆 方 程 


wr 也 


cosz20 sin’b 


e 日 5 。 


16 yy 


er Fe dF Ler Tew/R | 
例 26 证 明 :f(z)= 二 e “在 0 二 |z| 过 RR 上 一 致 连续 . 


0， 之 二 0， 
则 F(z) 在 1z| 过 R 上 连续 .由 于 |z| 之 RR 为 闭 集 , 依 定理 ;在 有 界 
闭 区 域 上 连续 的 函数 必然 一 致 连续 .所 以 f(z) 在 0 二 1z| 志 R 上 
一 致 连续 . 
例 27 设 哨 数 TO 一 e 一 lx 一 e 一 cos(Argz)/ |=|esin(Argz)/|z=| 在 > x 0 的 
区 域 上 有 定义 . 证明: 


(1) em 在 0 二 |zl 委 1,largz| 委 二 上 一 致 有 界 . 

(2) e 在 0 二 |z| 志 1,|argz| 三 亡 上 连续 ,但 不 一 致 连续 . 

(3) e-* 在 0< |z| 过 1,largz| 和 “< > 上 一 致 连续 . 

证 令 z 一 re8, 则 四 一 ere- ors, 

QD) 在 0<r 过 1,10| 过 地 时 ,cos6 之 0, 则 |w = e-m < 
1, 即 e ! 一致 有 界 . 

(2) 当 = 天 0 时 , 因 e*, 一 二 连续 ,所 以 er 连续 . 取 z 一 


i Ei 过 所 站 
六 ea ,0 一 一 2 9 一 一 六 6. 2 ,0, 一 一 2 一 从 | 一 一 sin 人 , 则 
le™ Yn el/* |e™ 0 ]/r 1eisinbgi Ar e 一 coegz/rz pising, /r, | 
__ [ea 四 ine/r) eicosd/r) 
— le 一 加 e- le nn 
> : ] 一 1 1l 7 
=- | ceog 一 一 COs 一 | 
7 1 7 1 


。 O06。 


车 取 疡 一 1 2nr 十 于 | 一 0, 则 le 一 ea 一 | 一 ecos|> 
0. 所 以 zi 与 zx; 可 以 相差 任意 小 ,但 |e 和 一 e 和 | 人 0, 困 数 在 域 
内 不 一 致 连续 
(3) 此 时 ,le |= 二 ee ~ 壕 e WW*%* -> 0, 因 而 函数 在 闭 域 上 
连续 , 即 一 致 连续 . 
例 28 证明: 对 任意 的 2 二 工 十 iy, 有 
lIshy| 和 |sinz| 志 chy, |shy| 委 |cosz| 委 chy. 
证 |sinz| 一 |sin(z 十 1y) | : z 
~ Vsinizchiy + cosizshiy 一 Vshiy + sinix. 
类 似 地 cosz| = Vehiy —sinz, 
所 以 Ishy| < Vshzy 十 siniz = |sinz| 
过 vsh2y 十 1 一 chy， 
Ishy| 所 wchzy 一 1 过 Vchzy 一 sinzx = oscl 
< Vchzy = chy. 
例 29 指出 下 列 论断 ( 贝 努 里 迟 论 ) 中 的 错误 :， 


(1) 因为 (一 zz) 二 之 2 所 以 Ln(— z)2 一 LLnz: ;于 是 
2Ln(— z) = 2Lnz—>Ln(— zz) = Lnz 


(2) 于 一 arctanl = TT . 
一 1 .一 一 jaz 
0 21 1 一 Z 十 1 
~ ni—<| 1 ni!—1 
i 二 zls 2i” i 二 1 
1 1— 1 ] 
i re 一 站 -al 一 0 


解 (1) 因为 在 对 数 运算 中 Lnz” = nLnz 不 成 立 . 所 以 步 了 
Ln(— z)’: = Lnz: 六 2Ln(— z) = 2Lnz. 

(2) 间 上 ,步骤 

| 


ji 一 1 与 1 
Li 十 1 ”8 


| 款 二 局 等 号 不 成 立 . 


。 9097 。 


所 以 题 (1)、 题 (2) 论断 错误 . 
例 30 证明 ; 当 c 为 整数 时 ,有 (a”) = 二 a”. 
证 因 为 a — 一 et™, 而 


(as) = Cen 加 cL ™ 加 LneRe (hbo) 二 mm) 
。 LneRe(bLna) +ilm(bLna) _。 cLLneRe (ona) film(bLna) + 2hxi] 
— elRe CbLna) +ilm(bLna) + 2hni] _ ecCOLnc 二 2kmi) 一 ELnae2kri 
一 QU 。 el 
所 以 , 当 c 为 整数 时 ,有 


em 一 1 一 > (a:): = ae 
例 31 设 z 一 pe'a 一 re, 称 
尺 2 一 7 


Ri— 2RreostO PTH ‘OSr<R) 
为 泊 松 (Poisson) 核 , 证 明 ， 
(DR lz 一 el 
Re Iz—al’ ; 
2) = R—r Ri+r 
(2) RT Ri+r 下 7 RR Dir Rr 
证 (1) 因为 
|z — al?: = |Re* 一 rez|: 
= | (Rcosb 一 rcosg) + i(Rsinb 一 rsing) | 
= R’ — 2Rrcos(0 一 从 十 72， 
所 以 Rr jz 上 | 一 ec 


R? — 2Rreos(O — oi |z—al: 
(2) 由 于 一 1 二 cos(6 一 9) 之 1, 得 


R*—r’ ~ R:—r? 长 一 了 
民 ” 一 2Rrcos(0— Dr RI 2Rrir Rr 
Ri:—r R:?—r’ _R+r 


民 一 2Rrcos(B 一 .1) 十 六 < R:—2Rr++r: Rr’ 


， R—r R:—r 民 十 > 

PU RTIr SR-oRo 0 HF Rr 
例 32 设 凤 = f(z) = 二 wu 十 iv 在 z 平 面 上 区 域 DD 内 解析 ,有 
。98 。 


将 局 单 叶 映射 为 ww 平面 的 区 域 G, 证 明 G 的 面积 为 
一 | ceo pazay 
证 ”由 微 积 分 知 uov 平面 上 区 域 C 的 面积 


S = ||auas, 
¢ 


而 G 由 DD 经 坐标 变换 w 二 u(x,y),v = 二 v(x,y) 得 到 .因此 ,有 


9(wu 7) 
S 一 Nes dzdy. 
而 雅 可 比 行列 式 
T) Hr Uz 
Re = | ,|= 0s (C-R 条 件 ) 


(zz) 十 《os = |f (2) 17. 


Hu V0) | dy 一 AI 
D 


所 以 5S= 中 Re 


第 三 节 ”平面 场 的 复 势 


主要 内 容 

1. 平面 定常 问 量 场 

若 向 量 场 中 的 向 量 都 平行 于 某 一 个 平面 5, 且 在 垂直 于 S 的 
任何 一 条 直线 上 的 所 有 点 处 的 向 量 都 是 相等 的 ,同时 场 中 的 向 量 
与 时 间 无 关 . 于 是 ,完全 可 以 用 一 个 位 于 平行 于 $ 的 平面 5。 内 的 
场 来 表示 . 这 样 的 向 量 场 就 称 为 平面 定常 向 量 场 . 

2. 用 复 变 函数 表示 平面 向 量 场 

在 平面 5。 内 取 定 一 直角 坐标 系 xoy, 则 向 量 4 一 A,i 十 A,j 可 

e 站 9。 


用 复数 4= A, 十 iA, 表 示 . 平 面 同 量 场 4== A,(zx,Yi 十 A,(X,y)J 
可 借助 于 复 变 函数 4=A(z)= 二 A,(7X,y) 十 14,(xX,y) 表 示 . 
反之 ,复数 多 =u(z,y) 十 iv(xX,y) 也 对 应 一 个 平面 问 量 场 
A= u(r, yi v(tr,y)J. 

如 平面 定常 流速 场 v = 二 v(x,y)i 十 v,(z,y)j 和 电场 强度 癌 量 
E 一 EF.(zx,y)i 十 上 ,(zx,y)j 都 可 用 复 变 师 数 来 表示 . 

应 用 中 特别 重要 的 是 构造 一 个 解析 函数 来 表示 一 个 无 源 无 旋 
的 平面 向 量 场 . 这 个 解析 函数 被 称 为 平面 向 量 场 的 复 势 困 数 . 

3. 平面 流速 场 的 复 势 

设 同 量 场 v 是 不 可 压 第 ( 妈 流 体 密度 为 常数 ， 的 , 且 在 单位 域 
B 内 是 无 源 场 ( 即 管 量 场 ), 则 


Gv: ，3r， ao jo, 
div 一 元 十 本 3y 一 0=> 元 一 - 
存在 一 个 二 元 沙 数 y(z,y), 使 
dy(z,y) =— vdz 十 v.dy=> 和 一 一 vy» 本 多 = Ur. 


沿 等 值 线 J(z,y) 二 cb 于 = 一 隐 : 即 场 " 在 等 值 线 YIz,y) 一 C1 上 
每 一 点 处 的 回 量 ， 都 与 等 值 线 C， 相 切 . 等 值 线 %(z,y) 一 Ci 称 为 
流 线 ,y(z,y) 称 为 流沙 数 . 

车 v 又 是 B 内 的 无 旋 场 ( 即 势 量 场 ), 则 


Go, Ws 
roty 一 0 一 > -一 上 一 一 一 


dr 9y 
存在 一 个 二 元 函数 Kz,y) ,使 
起 = EN 
dz 一 mdz 十 pay 僵直 Ve BD 


一 0， 


Uy. 


z grady 一 
rz,y) = :C, 称 为 等 势 线 ， eo 称 为 势 函数 (或 位 函数 ) 
9 YP 


称 为 平面 流速 场 的 复 势 函数 . 场 v 可 表 为 
op ， op 2 oy ' (zz ), 


v= 二 iv, 二 学 十 i lay a ‘ar 
4. 静电 场 的 复 势 


设 E = E,i 十 5,j 是 一 平面 静电 场 ,在 场 内 无 带电 物体 时 ,是 
无 源 又 无 旋 的 . 


. 90F 9E, 
divE = 元 入 一 0 一 >~dzx (zy) 一 _ Edz 二 Edy， 
aE, aE, ， 
rotEk 一 元 及 一 0=>dv(x,y) =— Edz 一 天,dy， 
gradv 一 i 十 i =—— Ei— Eij=—E. 


ul(X,y) 称 为 场 E 的 力 函 数 ,v(z,y) 称 为 场 五 的 势 函 数 . 解析 了 数 
w 一 f(z) 一 u(T,Yy) 十 i1v (X,Y) : 


称 为 静电 场 的 复 势 函数 . 
场 E 可 以 用 复 势 表示 为 | 
z Ea iF | 
一 元 元 
疑难 解析 


1. 为 什么 要 在 无 天 又 无 光 的 平面 向 量 场 上 讨论 复 扫 本数 


答 divA = 5 元 人 | 2 党 ? 称 为 向 量 场 4 的 散 度 ， div4 三 0 的 问 


时 场 称 为 管 量 场 , 即 无 尖 场 div4 0 称 源 ,div& < 0 称 沟 ( 汇 ). 


rotA 一 E> — 人 称 为 向 量 场 4 的 旋 度 .roth 一 0 的 向 量 场 


称 为 势 量 场 , 即 无 旋 场 . 
无 源 又 无 旋 的 场 , 称 为 调和 场 ,满足 div4 二 rot4 = 0. 单 连通 
域 上 的 调和 场 是 一 个 有 努 场 . 4 的 势 函 数 为 v,v 一 一 v。, 使 A(z,y) 
二 gradvo. 4 的 力 明 数 为 uw, 使 A 二 一 Ai 十 A.j = gradu.u 和 vw 都 
* 10] 。 


是 调和 函数 ( 详 见 第 三 章 ), 且 vl(z,y) 是 w(xz,y) 的 共 斩 调 和 了 画 数 . 
在 单 连 通 域内 ,用 势 函 数 u(z,y) 和 力 琐 数 (zy) 可 以 构造 
一 个 解析 函数 
w= f(z) = u(r,y) + iv(z,y), 
w 称 为 复 势 函数 (简称 复 势 ). 讨论 复 势 就 是 讨论 一 个 解析 哨 数 . 
2. 为 什么 在 不 同 问 题 中 场 的 复 势 表示 有 不 同 的 形式 ? 
答 。 因为 在 不 同 的 物理 应 用 中 ,为 了 各 自 的 方便 ,对 复 势 采 
用 了 不 同 的 定义 ,因而 复 势 表示 有 不 同 的 形式 . 如 
(1) 在 平面 流速 场 ， 二 v(x,y)i 十 v,(T,y)j, 有 
dgp(r,y) =~— vdz 二 vdy, dy (x,y) = vdz + vdy, 
复 势 洱 数 为 
w= f(z) = p(x,y) 十 到 (zy)， 
场 v 的 复 势 表示 为 
y 二 J, 十 iv, 二 站 十 i 多 = 多 FT. ”| 
(2) 在 平面 静电 场 E = E,i 十 E,j, 有 
dx(zyy) 一 一 下 ,dz + Edy, dvu(zx,y) 一 一 下 -dz — E,dy, 
复 势 画 数 为 


ww 一 三 (z) 一 wryY) 十 iv(T,Yy), 
场 E 可 以 用 复 势 表 为 


,oo .a .一 
媚 一 一 元 一 1 元 一 -万 (z)， 


(3) 在 稳定 状态 的 平面 热流 场 ,与 题 (2) 类 似 


Py 几 |= 一 {a8 
“一 对 吐 十 器 | 一 | 守 二 i 4 到 上 


这 里 B(z) = pz,y) -上 ig(zyy) 称 为 复 温度 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


解决 平面 向 量 场 的 问题 较为 复杂 , 它 与 场 论 和 向 量 分 析 、 调 和 
* ]0O2.。 


函数 与 共 斩 调 和 函数 以 及 许多 力学 与 物理 问题 都 有 密切 的 联系 . 
因 此 不 仅 要 熟悉 各 方面 的 知识 ,还 要 善于 根据 具体 问题 将 平面 调 
和 场 问题 与 复 变 函数 联系 起 来 研究 、 分 析 . 

例 1 设 平面 流速 场 的 复 势 1(z) 如 下 , 求 流体 在 任 一 反 的 流 
速 、 势 函数 、. 流 函数 及 流体 流动 的 状况 . 

(1) zz; (2) (z 十 0D)’; (3) > ; (4) 1/(z- 十 1). 

解 ” 因为 流动 速度 v 同 复 势 /(z) 的 关系 为 

y = v, + iv, = f’ (2), 

所 以 

(1) f(z) 二 z= 二 工 十 iy, 了 (z) = 二 1, 故 v= 二 了 (z) = 1, 势 函数 
PX,y) 二 Re[ f(z)]== 工 ,流泪 数 y(z,y) = 二 Im[Lf(z)j 二 y. 流体 
以 等 速 1( 单 位 〉 从 平面 左 侧 向 右 侧 流 动 ( 见 图 2. 2a). 


图 2. 2 
(2) jz) 一 天 一 (十 ?2 十 2iz(l 十 y), f(z) = 2(z 十 1 
二 2X 十 2i(y 十 1)， 下 一 2(z 一 1). 势 函数 wzyy) = 二 x: 一 (1 十 
y)?, 流 函数 JCr,y) 一 zy 十 1). z 
《3) f(z) = zx — y+2iry,f (2z) = 22, 帮 v= f(z) 一 2z， 
势 消 数 9X,y) = 二 一 yy , 流 孙 数 Jr,Y) = 27xy. 流体 分 别 从 平面 
上 、 下 两 方 用 相同 速度 向 实 轴 移 动 , 相 过 后 分 别 沿 实 轴 向 左 \、 右 方 
向 移动 . 原点 为 临界 点 ( 见 图 2. 1b). 


了 十 1 一 光一 2zy ， 
(4) f(z) 一 EE Ee rn ee Try (z) = 


《z) 一 


2z 
Cr 二 17* 避 


到 十 et 
* 103.。 


加 zx? 十 1 y’ 
男 琢 数 Pz) Ty ey 


一 Xxy 


和 
例 2 场 的 等 势 线 为 x 十 yy 二 2az, 试 求 在 点 (2a,0) 与 点 
(a,a) 处 流速 大 小 的 比 . 


解 等 势 线 方程 变形 为 二 光 汪 一 a, 故 势 函 数 应 为 9 一 


2 2 
光世 | ,于 是 
op _ [| 
dz 2 并 2 和 Dy 
op # | 三 起) 之 一 一 总 
9y 2 并 x Qr 


从 而 复 势 B(z) 的 导数 为 
py (2) ~ ?| 了 天 芝 | 过 加 if | 三 去 ”| >, 
在 点 (24,0) 处 速度 的 大 小 为 
| = 


在 点 (a,a) 处 速度 的 大 小 为 
| ef= fil = Wi 
网 Ia 1 |¢ (0) 


lvs| 2 Id(la)| | 
-讨论 以 下 列 雪 为 复 势 的 等 级 线 流速 回 量 、 这 
oy /es 5 (2) mlnz. 8 
CD 3 1 Be” = Sos20 一 isin26 ， 


FF 


ly 
> |9 (Z) | ， 


cos 一 Ci, 即 cos20 一 iC,. 


sin20 _ 
六 


故 等 势 线 为 
流 线 为 一 
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— C,,Bh sin20 一 一 CC 


流速 为 b 一 7 = | 2] = 一 


pa 
(2) f(z) = mlnr + imb,f’' (z) = 一 , 故 


等 势 线 为 mlnr 二 Ci 是 以 原点 为 圆心 的 图. 

流 线 为 m0, 是 从 原点 出 发 的 射线 . 

流速 为 v 一 一 一 一 cosb 十 1! 一 sinb 

例 4 流速 场 中 散 度 divy 关 0 的 点 ,统称 为 源 点 , 试 求 由 单个 
源 点 所 形成 的 定常 流速 场 的 复 势 . 

解 。” 设 流速 场 v 内 只 有 一 个 位 于 坐标 原点 的 源 点 ,其 它 各 护 
无 源 无 旋 , 则 在 z 关 0 处 v= gC(9)r". 其 中 r+ == |z| 是 z 到 原点 的 距 
离 ,r" 是 指 同 点 z 的 同 径 上 的 单位 癌 量 . 

源 点 的 强度 N 是 流 过 圆周 |z| = 的 流量 ， 


N= | v。r°ds 一 | glr)r°r’ds = 2r|zlg(tzb) 
是 与 > 无 关 的 常数 . 故 


g(|z|) = 0 


人 
5 
于 是 f(z) = Vz) = 交 。 二 所 求 复 势 函数 为 


Domete 
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势 函 数 为 pz,y) = wlnlz| 十 Cu， 


流 函 数 为 yz,y) 二 关 Argz 十 Cs( 见 图 2.3). 

例 5 平面 流速 场 中 rotv 关 0 的 点 称 为 涡 点 . 设 在 平面 场 仅 在 
原点 有 单个 涡 点 ,无 穷 远 处 保持 静止 状态 , 求 该 流速 场 的 复 势 . 

解 ” 场 内 某 点 的 流速 有 形式 r 二 hr)r*, 其 中 x 为 点 z 处 与 
rm 垂直 的 单位 向 量 , 可 以 用 复数 Te 表示 ,h(r) 为 仅 与 + 二 |z| 有 


关 的 待定 系数 . 
沪 贺 周 的 环 量 三 是 一 个 常量 ,与 无关 


六 一 | | y ds 一 | _ 友人 *。 r"ds 一 2x|z|h(|z|), 


27|z| 275 互 


故 Ah(|z) 一 一 Vv 二 一 
. (一 1 了 称 涡 点 的 强度 ). 


v 的 复 势 函数 为 
f(z) = SiLnz 十 各， 


图 2.4 势 函数 为 Pz,y) 一 LArge 二 i， 


流 函 数 为 J(z,y) 二 一 Ll, |z| 十 C2( 见 图 .4). 


例 6 求 以 下 列 函 数 为 流速 的 流体 沿 指定 曲线 的 环 量 与 流 


量 . 
(1) v= 均一 - ;CC:|z—1|=1,|z++1|=1,|z| = 3; 
(2) v = RC: |z| = R11,R>0. 
解 ” (1) 沿 |z 一 1| = 1 的 环流 量 为 
Se 1 _ ] 
rrig=| id 2riRes| 3 1 ( 见 第 五 章 ) 
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= 2mil lim(z 一 1) 二 二 了 |= mi 
故 , 环 量 人 二 0, 流量 Q@ 一， 
党 lz 十 1 7 


rtig=| 


1 
dz 一 2rikes| - 二 ]， 1 
一 2ri| lim (2 十 1) 一 一 1 Xl, 
故 , 环 量 全 二 0, 流量 Q@ = 二 一 xX. 
沿 |z| 二 3 的 环流 量 为 


|z+1|= -1 2 


= 2xi| 计 一 去 | = 0 
故 , 环 量 卫 一 0 流量 Q 一 0. 
《2) 沿 |z| 二 RR 十 1 的 环流 量 为 


2 _ 4 本 
F 十 加 一 | 二 dz = ri[Res(,R) 十 Res(7, — R)J, 


其 中 Res(V ,R) = lim a 一 RY’ ci | 


2 


eR dz 2 (z+ R):: 4R: ? 
i 世 2 Ol 
Res(V, R) dim ee 十 KR) (zz ss | 
dr 2 一 1 及 十 1 
-lm 


则 荆 十 iQ 二 | dz = 0, 环 量 卫 一 0, 流量 @ 一 0 
例 7 若 J(z) 为 下 列 函 数 . 
(1) f(z) = ilnz; (2) fz) 一 一 


之 
求 静 电场 的 等 势 线 、 力 线 和 场 强 向 量 . 
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解 (1) f(z) =illn|z| 十 iargz] 一 一 0 十 ijr, 户 (z) 一 二 , 故 
等 热线 为 > = 二 Ci, 即 以 原点 为 圆心 的 同心 圆 . 
力 线 为 一 9== C2,; 即 从 原点 出 发 的 射线 . 


场 强 向 量 E 一 一 i 了 05) 一 一 i | 二 | = 


浆 ” 


yz nm 1 
(2) f(z) = zi 十 y ;sf (z) = -2 故 
1 . 
等 势 线 为 二 衬 - 一 C1, 即 圆周 [+ 一 起 -| 十 Y= 六 
1\: 1 
天 二 六 一 Cz 即 圆周 天 + | -去 | 4C3 
‘Fi 1 1 
场 强 癌 量 E == 一 1. (z) = [| 证 | = 去 一 
例 8 求 一 条 具有 电荷 线 密度 为 e 的 均匀 带电 的 无 限 长 二 了 寺 
线 [所 产生 的 静电 场 的 复 势 
解 ”在 世上 距 原点 疡 处 取 微 元 dh ,其 带电 量 为 edAk, 且 垂直 于 
z 平面 ( 设 导线 在 zx 一 0 处 垂直 于 > 平面 ) 的 任何 直线 上 各 点 处 场 
强 相 同 ,只 有 与 平面 平行 的 分 量 . 由 于 微 元 段 di 在 点 * 处 产生 的 
场 强 为 ” 


laB| = 3 or 一 | 一 VETF), 


力 线 为 


则 1E| = Ssdh (为 dE 与 = 平面 交角 ) 


2 
因为 一 riant， dh = 一 一 _ 二 cos 上 , 故 


cos 7 六 十 有 h? r 


mo rr: 、 


故 巨 一 经 r 或 巨 一 衬 . 所 以 


f(z) = 2eiLn 二 十 C， 
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势 图 数 u(rX,y) = 2eArgz 十 Ci， 


dh 
_ 可 败 
v(Zzyy) = 2eln 可 十 Cy. ; 吹 
当 工 竖立 在 z 二 zo 时 , 复 势 为 PC 
f(z) = 2eiLn 一 一 十 C ( 见 图 2.5). 


实数 ) ,讨论 其 热传导 、 流 体 流动 .静电 场 的 等 
解 S(z) 王 4z 十 B 十 i4y, 故 势 函数 PCz,y) = 二 Az 十 B8, 流 
函数 VCz,y) 二 Ay. 因而 z 


等 势 线 为 wz,y) = Ci, 即 工 一 元 (Ci 一 B) ,是 平行 y 轴 ( 虚 


轴 ) 的 直线 . 流 线 为 VCz,y) 一 Cs, 即 y 一 所, 是 平行 工 轴 的 直线 
(1) 若 D(z) 为 复 温度 ,等 势 线 即 等 温 线 . 复 势 流 密度 为 
gq =— kB (z) =— kA = Q, + iQ,. 
热流 是 均匀 的 , 当 4 二 > 0 时 ,流向 z 轴 负 向 . 
(2) 若 B(z) 为 流动 复 势 , 则 流速 为 一 2 (z) = 4. 
流动 是 均匀 的 , 当 4 > 0 时 ,流向 zx 轴 正 向 . 
(3) 若 B(z) 为 复 电 位 , 则 流动 密度 为 :d = 一 e@B'(z) 一 一 4. 
流动 是 均匀 的 , 当 4 汪 >0 时 ,流向 xz 轴 负 向 . 
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第 三 章 “” 复 变 函数 的 积分 


本 章 讨论 复 变 图 数 的 概念 .性 质 和 计算 方法 ,并 且 给 出 讨论 解 
析 函 数 性 质 的 重要 公式 一 一 柯 西 - 古 萨 定理 ,复合 闭合 定理 和 柯 
西 积 分 公式 .最 后 讨论 了 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 . 


第 一 广 。” 复 变 畏 数 积分 的 概念 


主要 内 容 


1: 设 函 数 w 二 f(z) 定义 在 区 域 刀 内 ,C 为 DD 内 以 4 为 起 点 
B 为 终点 的 一 条 光滑 (或 逐 段 光滑 ) 的 有 向 曲线 . 作 积分 和 式 


/CDA 车 6 = max{AS1} 一 0 时 ,不 论 对 C 的 分 法 及 的 取 


法 如 何 ， 积分 和 式 的 极 家 惟一 存在 ， 半 称 此 极 展 人 为 因数 f(z) 沿 
站 及 的 积分 ， 记 作 : ， 


| fz)dz = IC ) A,k. 


当 C 为 闭 曲 线 时 , 记 作 re 


2. 复 变 函数 积分 存在 的 条 件 
车 C 为 由 参数 方程 > 一 zx 人) = xz) 十 iy)， 二 1 全 8 给 定 
的 光滑 曲线 , 正 问 是 参数 增 大 的 方向 . “对 应 起 点 4,p 对 应 终点 刀 
且 = 4) 天 0. 
和 若 f(z) = wu(z,y) 十 iv(z,y) 在 曲线 上 连续 ,f(z) 在 曲线 C 
上 的 积分 存在 , 且 
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| /f(z)dz = | udx 一 vdy 十 | vdz 十 udy. 

CC C C 

当 CC 为 分 段 光 滑 曲 线 ,C = Ci 十 人; 十 十 C, 时 ， 

| f(z)dz = | (lz)dz 十 | f(z)dz 十 … 十 | f(z)dz. 
C <1 c? Cn 


3. 复 变 函数 积分 的 计算 
根据 复 变 函数 积分 的 定义 


| rc)dz 一 | zaz 一 vdy 十 i| vdz 十 udy， 


(1) 当 C 由 参数 方程 工 二 xX),y 二 y(t),a 所 1 人 给 出 时 ， 
积分 为 


8 
| f(ydz — | bez ,yz (£) — vr ,yt)) y 2) Jd 


8 
十 | LvCzGi)yyC)) T(E) + wrx), yt)) yy CD dt, 


将 对 复 积分 的 计算 化 为 两 个 实 一 元 函数 的 线 积分 来 计算 . 
《2) 上 式 的 为 一 表示 形式 为 


[fae 一 | f (z(t))f" (1)di, 


这 种 形式 在 将 = 用 指数 式 z = re” 表示 时 尤为 方便 . 
常用 公式 : 

| f dz - | 于 nm 一 0， 
(z 一 zZo)” 0， 3 天 0. 


其 特点 是 积分 与 贺 周 的 中 心 和 半径 无 关 ， 
4， 复 变 明 数 积分 的 性 质 


(] ) | f(z)dz 一 一 | f(z)dz, 
和 © 
(2) | keepdz = a| f(z)dz, 
do Cc 
(3) | [f(z) + g(z) jdz = | f(z)dz 士 | g(z)dz, 
和 C C 
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(4) | fdsl< | Lee lIdz 过 ML， 
其 中 工 为 曲线 C 的 长 度 , | jz)1 委 AM4. 


疑难 解析 


1. 在 复 变 函 数 的 积分 定义 中 ,为 什么 要 强调 曲线 的 起 操 与 终 
点 ? 


Pi 


答 ”因为 复 变 函数 的 积分 定义 是 由 积分 和 /C6)Az, 的 极 


限 给 出 的 ,而 将 曲线 C 二 4B 细 分 时 ,是 从 4 点 开始 取 分 点 zo 
… 2 的 . 积分 和 式 中 的 Az 二 zi 一 Zi 与 起 点 和 终点 有 关 . 所 以 ， 
积分 值 与 起 点 与 终点 有 关 . 有 公式 


Freda = | _ fd. ~ 
但 是 ,一 般 不 能 把 起 点 为 < 终点 为 8 的 曲线 C 上 f(z) 的 积分 


记 作 | /dz. 因为 复 变 函数 .77 的 积分 |f(z)dz 实 际 上 是 曲线 


积分,z 的 变化 受 曲线 C( 积 分 路 线 ) 的 限制 . / 
2. 为 什么 当 f(z) 一 u(rz,y) 十 iv(zx,y) 在 D 内 处 处 连续 且 C 


为 交 尖 让 统 时 ,和 要 本 数 的 可 分 | f(z)dz 存在 ? 
答 因为 一 个 复 变 函数 的 积分 可 以 化 为 两 个 实 二 元 函数 的 
积分 , 即 


| (z)dz = | udz 一 vdy 十 et 十 wdy， 
而 当 f(z) 连续 时 ,u(x,y) 和 wv(z,y) 必 连 续 , 此 时 两 个 实 二 元 郴 
数 的 积分 存在 ,所 以 积分 | f(z)dz 存在 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


计算 沿 光滑 曲线 的 复 变 函数 积分 ,常用 的 方法 是 ， 

(1) 化 为 两 个 实 二 元 函数 的 线 积分 来 计算 ; 

(2) 将 C 的 方程 用 参数 方程 给 出 , 求 | f(zC1))z' Cdr 

(3) 将 = 表示 为 指数 式 来 计算 . 

凡是 在 定 积分 和 线 积分 中 使 用 的 技巧 ,在 这 里 都 可 照常 使 用 . 

注意 ” 当 曲 线 C 用 参数 方程 表示 时 ,正方 向 是 参数 增 大 的 方 
向 .参数 的 取 值 应 与 起 点 和 终点 相对 应 , 且 z’ (2) 和 关 0. 在 分 段 光滑 
曲线 时 ,要 注意 各 段 曲线 的 起 点 与 终点 所 对 应 的 参数 值 的 准确 性 . 

例 1 计算 积分 | Im(z)dz, 其 中 C 为 

(1) 连接 点 (0,0) 与 2 十 1 的 直线 段 ; 

(2) 连接 点 (0,0) 与 1 的 直线 段 及 连接 点 i 与 2+ ?的 直线 役所 


组 成 . z 
” 解 (1) C 可 用 参数 方程 表示 为 = 一 (2 + i)t,0 <t 之 1, 所 以 
| Im(z)dz 一 Jre + i)t]= | 十 Dtdt 二 1 十 本 
《2) C 为 z=i,0 和 县 y 委 1 及 C: 为 z=z 二 ii0 雪 zz 势 2， 
所 以 | 
1 .ff i 
| Imzdz 一 | ai 十 | aac 十 1) 一 2 十 px 
例 2 ” 证明: | < |lazl, 
并 说 明 这 两 个 积分 的 几何 意义 . 
证 | dz | = lm -一 “|= lim | 2 -一 zh | | 


< lim >) z= dzl. 
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其 几何 意义 是 折线 长 小 于 弧 长 . 

例 3 证明. | ja 
其 中 CC 为 圆周 |z 一 1| = 2. 

证 ”由 估 模 定理 ,有 


[21 -<| = 士 了 | ldzl = 人 | (z 一 1 二 211dz 


< | | 关 一 ]| 十 2 2| Idz| = 8x. 
C 2 C 


入 、 8， 


例 4 计算 中 二- 择 -二 ,其 中 C 为 以 zx 为 中 心 .为 半径 的 
正 疝 加 周 ,x 为 整数 ( 见 图 3. 1). 
解 将 C 表示 为 ;:z = zo 十 re ,0 三 0 27, 则 


dz 人 jire 这 Hg 
iCn+ 1)8 


c (Zz _ zo)"+! 0 7 十 1e， 


= | -1 db 一 工 | eredg 
0 re™ 0 


n=0 时 ,二 | edg — | 6 — oi; 
当 nn 关 0 时 ， 


图 3.1 i fas i {2 
| | 8 do = 二 | (cosng —isinng})de =0. 
所 
类 似 地 ,有 要 -| 为 lel 
jy, ill 


本 题 结果 是 我 们 以 后 经 常 要 用 到 的 . 
例 S 设 f(z) 在 连接 点 A 与 B 的 线段 AB 上 连续 ,1A| 一 
1B1,g(zx) 是 区 间 [141,181] 上 的 非 负 实 函 数 . 证 明 ; 在 AB 上 存 
“114 。 


在 一 点 ,使 
| AcogClzDdz 一 MG gr lz )dz (14| 委 1). 


此 题 所 证 为 复 积 分 中 值 定 理 , 也 称 为 达 布 中 全 定理 . 
证 ”因为 4B 的 参数 方程 为 z= z(t) = (1 一 起 4 十 1B,0 芯 
上 委 1. 由 复 积 分 计算 公式 


| fa |z| )dz = | ftz() lg lz) | D2’ (£2) dt 


1 
-(B 一 A)| flz() gd jz (2) |)dt 


< 18— AI| /ted Da 
依据 推广 的 实 积 分 中 和信 定理 :车 了 (x),g (zr) 在 [a,6j 上 连续 ,g(x) 
在 [a,6j] 上 不 变 号 则 在 [a,b] 上 至 少 存在 一 点 《, 使 得 


| f(z)g (rdz 一 16)| gcz)dz 知 存 在 t。E [0,1j, 使 


| ftz Jala bd = MTzdo]1| slzc) Da 
邻 二 z(10o), 则 EE 在 线段 AB 上 ;于 是 有 


1 
TI<18 -Allf) | edz Dar = |f(é) 人 eclzb jdz|. 


即 | reosgdlzDdz < 17(6)1| eclzDldzl 
车 f(§) = 0, 则 有 [I| 志 0, 要 证 结论 必 o 成 立 ， 


”车 f(&) 和 0, 则 可 令 
_ | fC)8 zl) 


1 = -至 一 一 一 一 ， 
Fe)| glzD) ldz| 


于 是 | fC)8lzDd Af | golzD idzl, 
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(lz)g(|z|)|dz| 
其 中 1 aed Dee _ 


<1 
fC) | | gz ldz) 
例 6 设 7 一 | dz,C 为 从 r 到 一 + 的 上 半圆 周 |z| 一 x 
证 明 :mn7 一 0，im7 一 Tri， 
证 C 可 表示 为 :z 二 r(cos0 十 isin6),0 之 0 过 x. 
1= | ie-mwrimeedg, / 


上 7 委 e-nintdp = 一 2 e "wdo 
0 
< 2 e-w/2db 一 (1 — em/)， 
0 . 
所 以 limy7 = 0. 


上 式 利用 了 当 0<<9< 子 时 ,加 < 之 sing < 9 这 一 一 不 等 式 . 
类 似 地 ,有 I 一 "i= 让 (em _ 1)d0， 
四 I ri| <| em toe _ 1)d4 
< 


[ao (由 le 一 1| < ee) 


所 以 | limy 一 


， 例 7 计算 | 三 dz.C 如 图 3. 2 所 示 . 
解 = 二 站 十 旋 十 十 碾 . 在 FP 上， 
2 一 2e ;0 和 0 么 2r , 则 


.3 二 dz = | .。 二 zzdz 一 一 人 


《2z2 ”1 _ Za 1 ， 


| 由 | =dz 一 


1 


在 六 上 ,z 一 e0 委 0 去 2 区 则 | 
a 1s 
| 过 国民 dz 3° 


在 和 上, 一 三 出 
| 二 dz = | dz 一 1， | 二 dz 一 | dz 一 1. 
r,Z —2 fn 之 1 


所 以 
__4 < 4 
1 -+ + + = 3 十 1 十 椰 十 1 3 
例 8 计算 积分 | 1z 一 11dz 和 | |z 一 111dz1,C 为 |z| 一 1 
解 (表示 为 = 一 e ,0 委 0 委 2r,z 一 1 一 (cos0 一 1) 十 ising， 
sin 人 | ,所 以 , 令 7= 人 = 一 1ldz, 有 


立 蕊 
sin zl 1 一 2sin’| 辣 J 一 si| sin’| jdsin 5 


on S| d0|—0 


Iz 一 1|==2 
2x 

r=| 2 

如 

= 3 


20 
一 81 ai| 六 3sin 2 sin 7 ja 7 
oo 0 2 0 2x 
一 81 | 6cos -7 十 了 cos a | 
oo _4 :8. 
一 8i [12 本 i 
也 可 以 这 样 计算 ， 
: < eib2 _ -id/2 2r 
r=| eip> < 5 do=| e (ei?2 一 e 2)do 
0 
2. 0/2 | "8& : 
三 | ies -21e | 3 和 
$1=| Iz 一 11ldz|; 则 |dz| 二 Veo55 干 S583d0 二 d9, 有 
c , 


sin 5 la 一 4| |sinapldp = 8. 
0 


1 
. 1i7 . 


| |dz| -一 2xR 
Iz—allz+al | 和 一 | 


上 2 一 及 
证 
[| | 
~ 2 21 人 全 2 _ /1 2 
plz allztal le el | |z| lal "| 


27R 
| = TR lal 
例 10 ”计算 下 列 直线 上 的 积分 : 
| ZIz, (2) | G2 + is)*ds 

COS nd 2 。 
解 (1)z=(r 十 20010< 委 上 委 ]1) 故 


1 = | cos +2 
0 2 


zn 十 | Gere 十 e 一 (<+2)727dt 
2 0 


t* (Xx 十 21)dt 


/x .F(t ., 

= [3 +i le 
+|e COS 2 7 3] Jit —e te 

(2)z 二 4 一 1 十 1,0 三 t 革 1, 故 

1 = hi peti 


7 和 
COS 了 二 isin | dt 


(i— 1 | [cz 二 iD 一 2(02 十 DG 十 Di 十 (1 十 D22]d 
= G 一 1D| (2 十 iD 一 (2 十 DG 二 iD 十 地 G 十 D?| 
_ 工 | 

一 了 5 十 71). 


例 11( 约 当 引 理 )” 若 f(z) 在 |z| Ru,Im(z) 之 a 上 连续 ， 
且 limf(z) = 0, 则 对 任意 的 正 数 ,有 


lim | er (zyYdz 一 0， 
六 


其 中 Tg 是 圆周 j=| == R 在 已 给 域 中 的 一 段 弧 ,a 为 实数 ( 见 图 3. 3). 
* 11]8。 


证 “” 设 aa 过 0, 因 为 /xz) 在 给 定 域 上 连 
续 , 必 存在 M ,使 | /zz)| 委 A. 
又 由 于 limy(>) 一 0, 有 ， lim M = 0. 


{= Ro 
因 为 |e”™ | 一 [ez | = -一 ey < e 一 
而 并 ew: 丰 (z)Jdz| < < Me 一 | | dz | 
一 Me 3. 3 
其 中 工 为 弧 BC 的 长 (M = sup{f(z)|z E 


Lr}). 


X= Rarcsin 全 一 lalarcsin(lal/R) _ 


[al/R a 
所 以 lmMe ~“L = 0, 即 lim | 。 ee (z)dz 一 0. 
只 一 oo 上 一 ccw BC 


(RK — co)， 


同 理 可 证 lim | ew/f(z)dz =0. 
及 一 co Ea 
而 ye f(z)dz 一 | er CReoiReadg 
< MR| eap 
0 
二 /人 . nr/2 
= 2MR| e— "Rsing gf < 2MR| @™— 2"RO/r dO 
| 0 0 
y _ aR/ x 1 | 
加 人 R| — |] 
一 xM 一 ee) 一 0 (R > co) ， 
m z 
[依据 当 0 过 9 过于 时 ,sin9 之 二， 
故 im | ~ em f(z)dz = 0. 
于 是 pm, -fret /< = 0. 


当 a 之 0 时， lim | oe fC 一 0, 即 得 


lim| e”™f(z)dz = 0. 
R—=ooJT 


Rn 
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例 12 计算 下 列 积分 : 
CD | cz 一 ，+izdz, C: 直 线段 从 0 到 1 十 ii 
(2) | — z)dz, C:y = Xx: 上 从 zi = 0,z, 二 1 十 1; 
(3) | (z? 十 zz)dz, C:|z| 二 1 上 从 1 到 一 1. 
解 (1) C 为 yY 一 TO0 委 工 筷 1, 故 
7 一 | 一 工 十 1X?)d(z 十 iz) 一 |iza 十 i)dz 
一 = (i 一 1). 


(zy tt C 为 > 二 ;十 if， 
0 妇 上 近 ]1，, 故 


一 | Qi 二 1 一 1)(] 十 27)dt 
0 ， 
1 了 1 2. 
=| (3— 2d +i| dd — d=——2+ i 
0 0 
(3) z 一 el,0 委 0 委 rz 十 zz 一 ez 十 1, 故 
了 = | ez 十 1)ie*d6 = | 3e" 十 | 
本 3 1 
1 8 


-一 一 也 i 一 一 一 
ae 十 e 一 .1 3 。 


例 13 没 函 数 f(z) 在 0< |= _ aa| <<R 内 连续 记 Mr) = 
.max |f(z)|, 其 中 0 <r<R,， limM (7) 一 0, 证明. 
: lim f(z)dz 一 0, K,;|z— zo| =r. 
证 ”因为 f(z) 连续 ,所 以 | f(z)dz 存在 . 故 
| fd 


<| Helldzl < Mf rde = 2mrMCn) 


由 于 limM (7) 一 0, 故 lim| f(z)dz 一 0. 
六 一 六 一 个 K. 
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第 二 节 ” 柯 西 - 古 萨 定理 与 复合 闭路 定理 


主要 内 容 


1. 柯 西 - 古 萨 (Cauchy-Goursat) 基本 定理 
如 果 函 数 F(z) 在 单 连通 域内 处 处 解析 ,那么 函数 /(z) 沿 8 
内 的 任何 一 条 封闭 曲线 C 的 积分 为 零 , 即 


中 f(z) = 0. 
2. 复合 闭路 定理 ( 见 图 3. 4). 
设 为 多 连通 域 D 内 的 一 条 简单 财 曲 
线 ,Ci,C:,…,C, 是 在 C 内 部 的 简单 闭 曲线 ， 
它们 互 不 包含 也 不 相交 ， 且 以 CC “人 人 ，. 
C 为 边界 的 区 域 全 合 于 刀 ， 如 果 f(z) 在 D 内 | 
解析 , 则 和 ”图 3.4 
(1) 中 f(z)dz 一 和 -f(z)dz, 其 中 CC 
与 C， 均 取 正方 向 ; 人 
2 re 0,T 是 由 C 与 C， 组 成 的 复合 闭路 
3 闭路 变形 原理 “ 


一 个 解析 函数 沿 闭 曲 线 的 积分 ， 个 因 此 线 在 区 域内 作 连 纺 变 
形 而 改 变 它 的 值 . 


缀 难 解析 


1. 柯 四 - .十 萨 定理 是 否 可 以 推广 ?应 用 柯 西 - 古 萨 定理 时 ,要 
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注意 什么 问题 ? 

答 ” 柯 西 - 古 萨 定理 成 立 的 条 件 之 一 是 ,曲线 C 应 该 在 B 内 . 
这 个 条 件 可 以 放宽 ,得 到 两 个 推广 定理 ， 

(1) 如 果 函 数 /(z) 在 以 简单 闭 曲线 C 为 边界 的 有 界 闭 域 上 
解析 , 风 

中 f(z)dz 一 0， 
(2) 如 果 f(z) 在 单 连通 域 B 内 解析 ,在 闭 域 上 连续 , 则 
中 rc)dz 一 0 (C 是 B 的 边界 ). 

在 应 用 时 ,要 注意 f(z) 是 否 在 单 连通 域内 . 因为 B 不 是 单 连 
通 域 时 ,定理 的 结论 不 成 立 . 如 f(z) = 二 ,在 贺 环 域 志 < |z| < 了 
内 解析 ,C 为 域内 以 原点 为 图 心 的 正 向 加 周 ,但 中 二 dz 一 2i 天 0 

同时 ， 定理 不 能 反 过 来 用 ， 即 不 能 因为 有 某 个 由 f(z)dz = 
而 说 f(z) 在 C 所 包围 区 域 D 解 析 . 如 中 f(z)dz 一 中 二 dz 一 0， 

| zl 1 

但 f(z) = 古 在 1z| 过 1 内 并 不 处 处 解析 

2. 应 用 复合 闭路 定理 时 ,要 注意 些 什么 问题 ? 

答 ”首先 要 搞 清楚 复合 闭路 本 的 含义 . 复合 闭路 本 是 由 一 条 
正 向 简单 闭 曲 线 C 与 在 C 内 的 若干 条 互 不 包含 . 互 不 相交 的 负 向 
简单 闭 曲 线 Ci ,C7 ,…,C; 所 组 成 . 一 是 注意 曲线 的 不 同方 向 ,二 
是 曲线 必须 是 简单 闭 曲线 ( 柯 西 - 十 萨 定 理 只 要 求 闭 曲 线 ), 三 是 
内 部 若干 条 曲线 必须 互 不 相交 、 互 不 包含 ,四 是 全 部 曲线 构成 区 域 
边界 . 仅 当 这 些 条 件 完全 符合 时 ,本 可 以 应 用 复合 闭路 定理 把 沿 区 
域外 边界 线 的 回路 积分 ,化 为 沿 区 域内 边界 曲线 的 回路 积分 ,利用 


一 些 已 知 结 采 使 积分 易于 计算 . 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


应 用 柯 西 - 古 联 基 本 定理 和 复合 闭路 定理 计算 复 积 分 是 比较 
简单 的 和 直接 的 ,主要 是 验证 是 否 满足 定理 条 件 , 是 否 为 单 连通 
域 ,是 否 为 闭 曲线 ,是 否 为 多 连通 域 ,是 否 为 互 不 相交 \、 互 不 包含 的 
简单 闭 曲线 . 当 f(z) 有 奇 点 时 ,要 通过 分 解 因 式 ,作出 互 不 相交 、 
互 不 包含 的 简单 闭 曲 线 Ci, 利 用 定理 求 得 结果 ;或 者 利用 已 知 结 
果 ( 如 上 节 例 4). 特别 要 注意 我 们 在 疑难 解析 中 提 到 的 问题 . 

一 、 柯 西 - 古 萨 定理 的 应 用 / 

柯 西 - 古 萨 定理 应 用 的 关键 问题 是 f(z) 在 单 连通 域内 处 处 解 
析 , 所 以 一 要 考察 区 域 是 否 是 单 连通 域 ,二 是 确认 f(z) 是 否 解析 . 
只 要 满足 此 两 点 ,就 可 对 闭 曲 线 C 上 的 积分 应 用 定理 了 . 


例 1 计算 | 二 上 -dz 


2 一 2 


|* 一 1 一 1 
4 dz 加 27l， nn 二 0， 
”和 解 ”利用 [ees 1 
其 中 C 是 包含 z。 ne 故 


| dz |- 时 和 时时 十 
2 他， J 1 


dz 


i . 1 dy i | 
2 7 eA V2 v2 

例 2 计算 下 列 积分 : 

(1) lz — esinz)dz,C 为 |z| = 二 a > 0; 


dz 
zl)= 


2x z 
解 (1) 因为 中 lzldz 一 | aaied0 二 0, 而 
1 = . |zjdz 一 4 e’sinzdz 二 a . dz 一 . e’sinzdz,， 
C C C C 
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(2) 


两 个 被 积 函 数 在 复 平 面 内 都 处 处 解析 ,帮工 一 0. 


1: _1 3 

(2) 因为 z(3z 十 ]) zx 3z 十 1 
_| 1 ] 
-| 2 :| 3 FF 1d 


1 1 1 
而 入 二 在 lz| 过 言 内 解析 , 故 | sidz 一 0 


| 二 dz 一 2xri 《由 第 一 节 例 4). 
所 以 IT = 2ri 一 0 一 2ri. 
例 3 证 明 : 只 要 C 不 通过 原点 ,也 不 绕 原 点 一 周 , 积 分 
| 二 dz 的 值 只 与 C 的 起 点 和 终点 有 关 , 与 积分 路 线 无 关 . 


证 ” 取 以 z 一 一 1 为 起 点 ,z = 2 为 终点 的 曲线 来 计算 积分 . 
(1) 取 积 分 路 线 C 如 图 3.5(a) 所 示 ,Ci = 二 古 十 TT, 则 荆 ;z 


这 


=e (ORO 和 RA), dz =ie dO0;T,:z = Xl1 夺 工 世 2,dz 二 dz.- 邦 


l 1 1l ”1.. * 1] 
|. Zz 一 | 去 de + |. ze 加 | cie db +| zi 


图 3. 5 
(2) 取 积 分 路 线 C: 如 图 .3. 5(b) 所 示 ,C; 二 站 十 Tz. 则 并 一 
et( 一 rr 魏 0 委 0),dz = iedd0T,z 一 z1 魏 z 委 2,dz 一 dz, 故 


| dz = | 二 dz 十 | 工 dz 
C 之 Pi 多 r) 


2 
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=| bie + | Gdz=—> 
i 已 1 六 2 
(3) 对 任何 一 条 连接 x = 一 1 和 z= 二 2 的 符合 题 意 的 曲线 CC， 
由 于 被 积 函数 /(z) = 三 只 有 一 个 奇 点 = = 0, 都 可 以 与 C1 或 C， 


包含 在 同一 个 单 连通 区 域内 ,而 /(z) = 坪 又 在 此 区 域内 解析 ,所 


以 , 久 的 积分 值 与 设 C: 或 C: 的 积分 值 相同 , 即 积分 与 路 线 无 关 . 
例 4 直接 得 出 下 列 积分 的 结果 ,并 说 明理 由 . 


之 之 ， 了 3Z 十 9 
(1) pe (2 + ldz; (2) $. | 一 1.5 2’ 2Zz 十 王 二 22 十 3dz; 


(3) 中 ， ES (4) 中 r<1《〈2” 一 ye 一 和 < 

解 ” (1) 了 = 二 0, 因为 e’ 与 z? 十 1 都 在 全 平面 解析 ,所 以 被 积 
隐 数 在 全 平面 解析 . z 

(2)1 二 0. 因为 1(z) 的 奇 点 , 即 分 母 为 零 的 点 有 两 个 :zl 二 


一 1 十 V2 一 一 1 一 VL 而 ml 一 |xs| 一 Y3. 所 以 ,被 
积 栖 数 在 |z| 委 1.5 内 解析 ， 


《3) 7 一 0. 因为 f(z) 的 奇 点 是 使 cosz 一 0 的 点 = 一 了 十 hx 
(& = 0, 土 1,…), 但 离 z 一 0 最近 的 点 z = 士 寺 的 |z| 一 


EE 函数 在 |z| 过 1. 5 内 解析 . 
(4) 了 二 0. 因为 被 积 函数 在 C 内 解析 . 
全 5 证 明 : 若 积 分 路 线 不 经 过 点 土 i, 则 - 
| 村 ] 1+ zd 下 十 4 
证 (1) 行 Ci 为 zx 一 ZIZE F017 
7 一 | dr = arctanz 一 pe 


(2) 铬 Ci 为 不 绕 土 1 的 曲线 , 则 由 于 Cs 可 与 Ci 包含 在 同一 单 
连通 域内 , 依 柯 西 - 古 萨 定理 ,有 
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_ ] = 一 | 一 工 
1 一 | Td ,TH zi 4 


(3) 若 C, 线 点 i 一 周 , 则 C, A 卫 十 Ci 为 简单 闭 曲 线 , 且 点 
1 在 全 ;内 ( 见 图 3.6), 故 
1 1 dz ! dz 
| =|), T+ ol 二 a’ 
上 1 1 ™ 
2 .| 5 z ja + 4 


1 人 
一 让 ZW 二 二 下 二 下. 


y 若 绕 点 i* 周 , 则 7 一 kr 十 地 
(4) 阁 忆 统 点 一 i 一 周 , 类 似 可 得 
7 = 一 x 十 了 了 


17 车 C, 绕 点 一 i4 周 , 则 1 一 一 hx 十 六 
图 3. 6 综 上 所 述 ,有 
全 bg 
| de = r+ 1 
例 6 计算 中 Lnzdz, 其 中 
(1) Lnz = jn|z| + iargz,C:|z| = 1; 


(2) Lnz = ln|z| + iargz + 2ri,C:|z| = R. 
解 (1) 因为 = 一 e ,0 委 0 私 2r ,所 以 


2 天 视 园 
7 二 | ig .ied9 =— | besdg 一 一 | Kbcosg + igcosb)d8 
0 0 0 
一 一 | easine 十 i| edcos6 
0 心 


一 一 Osing 


十 igcosg| 二 | “singdg —1 | “cosgdb 
一 2Xl 
(2) 因为 z = e*,0 声 9 声 27, 类 似 题 (1), 有 
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2 . 

7 = | (InR + i0 + 27i)Rieiedg 
局 
不 2 区 2 

一 | iRinRedo 一 | ROe*d06 一 2xR| edl0 = 2nxR1i. 
心 性 0 
14i 
例 7 计算 积分 | erdz( 见 图 3.7). y 


(1)C 为 0 一 1 一 1 十 i; ! 
(2)C 为 0 一 1 一 1] 十 1. 


解 (1)1 一 | sadz 
0 


(2) 


1 1 
= | edz + | evidy 站 
0 0 
1 1 
ee | 一 ee > 图 3.7 
0 0 
= 2e—1— eli. 


i 
(2) 7 一 | e-vidy 十 | eidz 
全 | 


中 


1 
一 一 ea| 十 ee” 
0 : 


1 
二 1 十 (e — 2)e™, 
0 1 


例 8 计算 积分 中 一 时 一 ;,C 如 图 

3. 8 所 示 . 
入 由 于 函数 二 一 一 只 有 一 个 
奇 点 z 一 2 十 i 但 在 C 外 . 依 柯 西 - 古 


萨 定理 ,有 
图 3. 8 dz . 


zz 一 2 一 1 


车 用 复 积分 计算 , 需 化 为 了 二 十 1 十 十 14, 其 中 


一 0. 


-| dz -~ + 
! or—2—!i oT— 2):++1 oz 一 2): 十 1 
2 1 
= wns + iarctan 3， 
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了 -| | Oy—LDdy dy 
“ 一 1 十 i(y 1) 1 十 (y 一 17): oo 十 (y 一 1)? 


一 一 六 ln2 十 larctan(— ] )， 


0 dx ” dz 
一 EE 
1 =| =| 7 | 
4 一 4 十 (y 一 7) Ce 
= Lln > — iarctan 一 去 | 
2 4 2 / 
所 以 i=1 0 


例 9 计算 积分 中 Pret ,Ci 为 下 列 曲 线 : 


(1) Ci: |z| =— 过 
(2) Co: |z1 = 广 ; 
(3) Cs:lz 十 计 一 六 
4) Ci: lz —il 一 > : 
. 图 3.9 : 解 . 如 图 3. 9 所 示 , 狗 数 一 z(z 2 二 广 有 
三 个 奇 点 ， z=0 ,z 二 土 i. 利用 柯 西 - 古 萨 定 
理 及 上 节 例 4 的 结果 ,得 四 .7- 
— 1_l1 1 _ 1 1 
‘DiI= 中 > 2 > 一 1 i 


一 27i 一 0 一 0 一 2N1. 
(2) 三 个 奇 点 都 在 CC 内 , 故 


— 2NAl CO— Kl — Nl = 0, 
(3) 只 有 z= 二 一 i 在 C， 内 , 故 
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加 1 1 1 1 _ ]1 
1 一 中 | 2 zz 一 1 > 二 jd 
一 0 一 0 一 Ti 一 一 区 
(4) 有 z= 二 0,z = 1 两 个 奇 点 在 C4 内, 故 
_ 1 1 1 1 ll 
1 一 中 之 2 z—1 2 zi 


4 
一 NAl 一 Al = Nl. 


例 10 设 /(z) 在 单 连 通 域 巨 内 处 处 解析 ,C 为 巨 内 任何 一 条 
简单 闭 曲线 , 问 ， 
中 Re[7(z)]dz = 0， 中 Im[ f(z)Jdz =0 


是 否 成 立 ? 如 果 成 立 , 给 出 证 明 ; ;如果 不 成 立 ,举例 说 明 , 
解 。” 不 一 定 成 立 . 
若 f(z) 为 实数 或 纯 虚 数 时 , 则 ReLy (z)] 和 Im[L/(z)] 在 C 内 
解析 ,等 式 一 定 成 立 . 否则 不 一 定 成 立 . / 
如 取 f(z) =z,C 取 |z|==1, 则 : 
T= cos0, y= sin0, 0 0 227, 


有 中 Re [f(z) Jdz = | cose[ 一 sin6 十 icos0 jdb 
0 


fr To 1 、 、 
-| 2sin20 十 1 六 1 二 
1 1 1 1 
一 >| 2 cos20) 十 zisin20 十 520]|。 
一 这 天 0， 四 


中 Imf f(z) Jdz = | sinbL 一 sing 十 icos@Jd6 


2 其 
一 | sin - 一 去 (] 一 cos20) je 
上 [Lv 上 _1. 
= 2 上 人 c6s20) 2 sin20 229]|。 
一 -一 rt 0， 


而 bh zd 一 bzRe[f (2) 1 十 1 JImLy (>)J]dz 


|z| = 
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一 17 二 1 一式) 一 0. 
例 11 如 图 3.10 所 示 , 设 区 域 忆 为 右 半 平面 ,= 为 D 内 圆周 
iIz| 二 1 上 的 任意 一 点 ,用 在 DD 内 的 任意 一 条 曲线 C 连接 原点 与 >， 


证 明 :Re| | Pd|= 于. 
证 * 取 C 为 04 十 AB.5A:t 二 x,0 才 z 声 


™ 


1;AB.z = e ,0 > 0. 则 


了 | 一 TF 
arctanz|， 十 | - te 


| 


图 3. 10 
= f+] ] ed0 
iew | 
a 
ei 
要 证 Re| | < Td0 |= 0. 
9 ie“ : 
,T+ em 
.fs cos0 十 ising 1 / 
i! o1 十 cos20 十 sinoode ( 乘 共 轿 因 式 ) 


=i| (cos +cosOcos26 十 sinbsin28 十 1( 一 cos0sin20 十 sing 十 sinbcos20) 
| (1 + ec0s20)? + (sin20)? 
实 部 分 子 为 一 cos@sin20 十 sing 十 sinGcos20 
一 一 CosOsin20 十 sinG2cos’0 


= 2ces20( 一 sing 十 sinb) = 0. 


所 以 Re | 二 -md9 | 一 0. 命题 得 证 . 


例 12 设 C, 与 C, 为 相交 于 M,N 两 点 的 简单 闭 曲 线 ,它们 所 
围 的 区 域 分 别 为 Bi 与 B;. B, 与 B, 的 公共 部 分 为 B, 如 图 3. 11 所 
示 . 如 果 f(z) 在 Bi 一 B 与 B: 一 下 内 解析 ,在 C, 和 Cs 上 也 解析 ， 
他 人 
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dy 


和 f(z)dz 一 和 f(z)dz. 


证 C= 人 十 ,Cz 一 4 十 人 2, 方向， 
均 为 正 向 . f(z) 在 Bl 一 B 及 一 4 上 解 ， 
析 , 在 B; 一 Bi 及 4s 十 上 解析 . 

由 柯 西 - 古 萨 定理 ,有 


中 f(z)dz 一 0， $, f(z)dz 一 0， 
1 tH 


"| -Te + 

从 而 证 得 reoaz = fd 
二 ,复合 闭路 定理 的 应 用 

例 13 计算 积分 中 经 二 dz.C: 包 信 


z=0 与 z 一 1 的 任意 正 向 简 音 闭 曲线 ， 如 图 
3. 12 所 示 ， 


解 gl : 
外 之 之 之 
52 z 一 0 是 上 上 的 闸 点 ,z 一 1 是 一 的 奇 


点 . 在 z= 二 0 与 z 二 1 分 别 作 互 不 相交 . 互 不 包含 的 小 圆周 .由 复合 
闭路 原理 ,有 


pd dz + 中 22 一 1 


Z“ 一 2 


= ldz+ 1 at dz+ 中 于 
C, 之 


oni 0 0 2n = dn 
例 14 车 C 是 任意 且 不 经 过 点 4 的 简单 闭 曲 线 ,a 为 整数 ,证 
明 ， 
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0， 中 天 一 ]， 
je 2 一 一 1,a 在 C 内， 
机 0， 一 一 1，a 在 C 外. 
证 (1) 车 nn 二 0, 且 nn 关 一 1, 点 4 在 C 内 , 则 在 C 内 作 Ci: 
lz 一 4a| 二 +. 由 复合 闭路 定理 ,有 


2 大 
. (z — a)"dz = . (z — a)"dz = | re wriewdo 
C C， ， 0 


-一 it eeodg 一 一 0 
当 点 4 在 C 外, 则 (z 一 aa)" 在 包含 C 的 单 连通 域内 解析 , 故 
中 (z — a)’"dz = 0. 
当 n 0 时 ,(z 一 a)" 在 全 平面 解析 ,由 柯 西 -: 古 萨 定 理 , 有 
, (2 C— a)'"dz = 0. 
C 
(2) 著 z 二 一 1, 且 点 a 在 C 内 , 则 在 C 内 作 C 为 |z 一 a| = 
7 ， 由 复合 闭路 原理 ,有 / . 
中 ce 一 a)"dz = 中 dz _ = | re dp 一 2N. 


1 -a | 0 


(3) 车 # 二 一 1, 且 点 a 在 C 外 , 则 一 二 一 在 包含 C 的 一 个 单 连 
通 域内 解析 : 由 柯 西 - 古 萨 定理 ,有 
中 c — a)'"dz = 4 1 dz = 0. 


Cu 


人 22 十 3 
例 15 计算 和 于 DD C| 


解 ”被 积 函数 有 三 个 奇 点 := 一 0, 土 i. 其 中 0 和 i 在 C 内 . 作 
C1 和 Cs 互 不 相交 、 互 不 包含 ,分 别 包围 0 和 


< 一 于 |=1 


因为 
2z 十 3 _3 1 1 3,. ] | 3 
ce = 证 > 十 让 十 二 | 2 i|， 
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所 以 , 依 柯 西 - 古 萨 定理 ,有 
ce 
+ 中 | 一 主 | id 
= 和 dz 十 p [= 二 于 1 


-一 了 十 | 2X1 


一 3，2rl 十 


一 [二 一 | 2T1. 
例 16 设 品 为 复 平面 去 掉 原 点 及 负 实 轴 启 的 区 域 .是 吕 以 


z 二 1 为 起 点 、a 为 终点 的 曲线 . 证 明 : 


图 3. 13 


| 坚 = ha 
证 ” 设 忆 为 从 1 到 |cl 在 实 轴 上 的 线段 ,T 厂 为 以 原点 为 圈 
心 ,|e| 为 半径 的 圆周 上 从 1a| 到 a 的 圆 弧 . 
(1) 者 le| 之 1, 由 柯 西 - 上 古 萨 定理 ,有 


| dz 坚 +| 些 =o 


Pi 之 Fr 之 忆 
fe er| eo le + "lela 
改 过 一 狼友 十 三 二 zt Biao 


bel ， arge ， 
= Inz| +ig| = Inlal + iarga = Ine. 
| 0 
(2) 者 |x| 过 1, 由 柯 西 - 十 萨 定理 , 有 
. 133 。 


mT ~ 】 2 
dz 之 dz | 1 | a|alie™ 
一 一 二 -一 一 一 ddO 
改 | 和 F， 之 下 "之 1 dz 十 0 [ale 


一 lnx 


十 ol =— lnlal| 十 largb = lna. 
例 17 设 C 为 极 坐标 方程 x = 
2 一 sin* 卫 定义 的 闭 曲 线 ( 见 图 


3. 14) ,证 明 : 中 2 工 dz 二 4xi, 并 说 明 
为 什么 与 中 二 dz 一 2xi 不 一 一 致 . 
解 Cr 一 2 一 sin? 二 可 化 为 


图 3.14- C. 一 了 十 村 cos 本 ,是 全 一 4x 的 周 
期 函数 .C 一 Ci 十 CC, 与 C， 郑 是 绝 = 一 0 的 闭 曙 线 | 当 在 
1， 3 ] 上 变化 时 为 Ci, 当 7 在 | 3 2] 上 变化 时 为 C， 所 以 


中 1 1 71, 一 一 中 二 dz 十 中 二 dz 一 Wd 十 2 Nl 一 4XL. 
C 


而 中 ”十 dz 的 积分 路 线 是 单位 圆周 ,所 以 


+ 20. = 271. 


izsl=1 之 
例 16 计算 积分 | 宇 d<,C 为 加 周 |=| =- 2 正 向 与 圆周 |=| 一 
1 组 成 . 
解法 1 人 
环 域内 及 其 边界 上 处 处 解析 . 由 复合 闭路 定理 ,有 


| Sd =0. 
C 之 


“上 34。 


解法 2 作 两 条 简单 闭 曲 线 局 和 本 ;, 如 图 3.15(b) 所 不 小) 
ABCDEFA,T,:AFGDCHA. 所 以 


3. 15 
而 函数 生 在 局 ,T: 内 和 T,,T, 上 解析 ,所 以 
| e qz 一 0. 
CZ 
例 19 ”利用 复合 闭路 定理 ,证 明 ， ， 
| cos(zodz 一 | sinkzadz 一 “2 


证 ”因为 e 在 图 3. 16 所 示 区 域内 解 


析 , 所 以 A(R)I 
_ 2 
| < dz 一 0, : 图 3. 16 
在 弧 AB 上 ,z 一 Re”|0<z<< 节 | ,在 3B 上 ,z 二 A (0 过 1 声 


R). 于 是 有 : 
| eraz 十 | e-emeniRerd0 十 | 1 十 1 i dy == 0 
0 0 RD? 


/4 R?2 Bi . ， 
而 e 一 R (cos2g+isin29)i ReildD 


0 


r/ r/2 
< Reabg= 人 六 evdup [9 一 王 一 20| 


2 
< | erdgp | 当 0 奈 79 世 林 时 ,sinyp 之 多 
一 TR 一 erR&) (R— 00), 
因为 | e。*dz = 0, 令 积分 式 趋向 co ,有 
VT 1+i1f[” 2 2 — 
5 7 | cos(t:)dr | sin(t )d |= 0 ， 
即 | ees (ti2)dz 一 | sindz?d: 一 Ya — 1). 
0 0 
比较 等 式 两 边 的 虚 部 与 实 部 , 即 得 
| ees (XT’)dz = | sinczpdz 一 V2 
0 0 4 
” 例 20 ”计算 积分 中 一“ 一 ,积分 


路 线 如 图 3. 17 所 示 . 
解 ”z = 2 十 i 为 被 积 函 数 的 奇 点 , 作 
FC 在 C 内 且 包含 点 2 十 i, 故 依 复合 闭合 原 
理 , 有 


图 3.17 加 中 dz 加 dz - 27i 
“1 z—2—1 cz 一 2 一 1 | 
例 21 ”利用 中 二 了 = 0,C. |z| 二 1 ,证 明 : 

< 二 十 2cosZ 0 

| 二 080d40 一 
证 ”因为 函数 > 十 在 |z| 1 内 解析 ,所 以 中 = 举 3 一 0. 


oe z = ee”,0 二 < 27 ,dz 一 ieisd6b， 故 


x _f 一 sin0 十 icos0 
一 上 _x a 二 dg 一 | cosO 十 2 十 na 
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加 (cosl 十 2) 十 Sin20 


sing r 1 十 2cosV 
-| _+5 十 4cos6 fcos0dt 十 | _x 5 十 15085Q4 


,Bed 
本 中 .= 时 一 0 比较 ,得 
: “了 十 2cosV 
05 十 4cosl 
例 22 设 晒 数 f(z) 在 区 域 D 内 除去 有 限 个 点 zi(i = 1,2， 
,NN) 外 处 处 解析 ,县 在 De 十 C 上 连续 (C 是 九 的 边界 ,Do 是 刀 去 
掉 z; 后 的 集合 ). 如 果 有 lim(z —z)f(z)=0 G0=1,2,.,N), 则 


d0( 有 理化 ) 


一 21 


d0 = 0. 


下 f(z)dz = 0. 


: 证 作 CG 一 1),2,… ,N) 互 不 相交 ， 互 不 包含 ， 目 均 在 C 内 ， 
分 别 包 图 划 依 复合 闭路 原理 ,有 


ru =- 立 | Fadz CC， a 


i 1] 


因此 只 需 证 明 | f(z)dz 一 0, 命题 即 成 立 ， 
由 于 lim(z 二 zi) f(z) 二 0 (二 1,2,…s 入 }, 因 直 对 任 给 5 这 


0, 总 存在 4 > 0， 使 得 妆 0 < |z 一 Z| 之 6:, 就 有 [z— zi||f (2)| 
< &. 即 


| C2) < eT 


取 六 ~ 使 其 充分 小 , 当 0 到 六 << 0 一 1， 2,…， 人) 时 ,C 完 全 落 
在 0< lz zl < 内 ， 从 而 在 人 上 处 处 有 ， 


ol1< < 到 二 (i 一 1,2， ,NN). 


| ，0<|z—z|<d,i= 1,2,%,N. 


所 以 | .fea 


< | fw1ldzl < | El 2re. 


c, [之 二 二 | 
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由 于 s 的 任意 性 ,因而 有 
| Fe)dz 二 0， 


即 证 得 | fC)dz =0. 
本 例 是 柯 西 - 古 萨 定理 的 一 种 推广 , 即 f(z) 在 C 内 有 有 限 个 
奇 点 z; 时 ,只 要 有 lim(z 一 =)7(z) 一 0, 则 仍然 有 | f(z)dz = 0 


例 23( 关 于 含有 无 穷 远 点 区 域 的 柯 西 - 古 萨 定理 )” 设 函数 
f(z) 在 lz 一 zol 之 ro 内 解析 , 且 limzf(z) 二 A, 则 对 于 任何 R>> 


ro, 有 
Fi Lo f(z)de 一 


其 中 CC 为 |z 一 zol = 二 正 同 . 

证 ” 取 R。 并 使 之 充分 大 , 即 Re > |zo| 十 R, 令 全 为 |z| = 
R。,, 则 f(z) 在 以 C 为 内 边界 ， 为 外 边界 的 区 域 上 解析 ， 依 复合 闭 
路 定理 ,有 | 


因为 积分 与 RR 人 故 
Lo f(z)dz 一 dim 3 一 一 上 中 f(z)dz. 


2Ti 
l A 
二 中 f(z)dz 一 A 下 a f(z)dz 一 1 de 
二 一 
去 之 de 


因为 limzj(z) = 4， 帮 对 任意 0， 有 静 >0， 使 当 尺 ,> 到 时 ， 
有 jzz) 一 4|<e. 所 以 ， 当 R ,< 有 静 时 ,有 


天 中 zydz 一 4 < 去 1 中 dc 


oni 
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1 &€ 
D7 Rf =- €, 


Bl lim -了 . f(z)dz = 4 命题 得 证 . 
及 一 co 271 Tr 


~ 


第 三 节 ” 原 函 数 与 不 定 积分 


主要 内 容 


1. 定理 1 ”如果 函 数 /(z) 在 单 连通 域 召 内 处 处 解析 , 则 积分 
人 ee?dz 与 连接 起 点 与 终点 的 路 线 C 无 关 


即 若 f(z) 在 B 内 解析 ,zo,zi 为 B 内 两 点 ,C1,C; 为 B 内 连结 
之 Qs 之 1 的 曲线 , 则 | 


| f(z)dz = | f(z)dz = | fC)dz. 
2. 定理 2 如 果 明 数 /(z) 在 单 连通 域 B 内 处 处 解析 ，, 则 
F(z) = | /Ge)dz 必 为 已 内 的 一 个 解析 函数 , 且 有 已 (z) = Ce) 


与 微 积分 中 对 变 上 限 积分 求 导 的 定理 类 似 . 
3， 如 稍 果 数 yz) 在 区 域 B 内 的 导数 等 于 f(z), 则 称 wz) 是 
f(z) 在 B 内 的 一 个 原 消 数 . 


F(z) 一 | f(z)dz 是 f(z) 的 一 个 原 函 数 . 


f(z) 的 任何 两 个 原 范 数 相差 一 个 常数 . 
f(z) 的 全 体 原 本 数 (zc) 十 C 称 为 f(z) 的 不 定 积 分 , 即 


|f ed: 一 玉 (z) 十 C. 


4， 牛顿 - 莱 布 尼 菊 公式 
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如 果 f(z) 在 单 连通 域内 处 处 解析 ,F(z) 是 /=) 的 一 个 原 
明 数 , 则 


| fo)ds -一 F (lz) 一 F(z,), 


0 


其 中 xuyzi 是 五 内 两 点 . 
S， 莫 瑞 拉 (人 《Morera) 定理 
设 在 复 平面 上 的 单 连通 域 B 内 ,函数 f(z) 连续 . 车 在 B 内 任 
意 一 条 闭 曲线 C 上 都 有 | f(z)dz 一 0, 则 f(z) 是 8 内 的 解析 函数 
莫 瑞 拉 定理 的 关键 是 ,在 B 内 的 闭 曲线 是 任意 一 条 而 不 是 某 
由 此 得 出 : 若 函 数 f(z) 在 单 连通 域 B 上 连续 , 则 


f(z) 在 B 内 解析 | f(z)de 一 0. 


疑难 解析 


1. 复 变 函 数 积分 的 牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 与 实 一 元 函数 的 牛顿 
- 莱 布 尼 浇 公式 有 何不 同 ? 

答 两 者 在 形式 和 结果 上 几乎 完全 一 致 ,但 实 一 元 函数 积分 
对 函数 的 要 求 比 复 变 函数 积分 对 函数 的 要 求 低 得 多 . 对 实 一 元 函 
数 /(z) 而 言 ,只 要 f(x) 在 [a,6] 上 连续 ,积分 | /(x)dz 就 存在 ， 
就 有 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 成 立 , 即 


6 
| rcodz = FPF(b) — f(a). 


而 对 复 变 函数 来 说 ,7(>) 连续 ,积分 | /(<)dz 存在 ,不 一 定 有 牛顿 

- 莱 布 尼 区 公式 成 立 . 因为 复 变 函数 积分 实际 上 是 线 积分 ,所 以 牛 

额 - 莱 布 尼 艾 公 式 成 立 与 沿 闭 曲 线 的 复 变 函 数 积分 为 零 联系 在 一 
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起 ,于 是 要 求 1(z) 必须 在 单 连 通 域 互 内 处 处 解析 , 才 有 
| Acepdz = F(z) — F(z,). 


2. 复 变 函数 的 积分 法 中 是 否 有 与 实 一 元 男 数 积分 关 代 的 分 
部 积分 公式 ?在 什么 条 件 下 可 以 使 用 ? 

答 复 变 函数 的 积分 中 也 有 与 实 一 元 图 数 定 积分 类 似 的 分 

若 1(z) 与 g(z) 在 单 连 通 域 B 内 处 处 解析 ,zo 与 zi 为 B 内 两 
个 定点 ,; 则 因为 Lf(z)g(z)] 一 广 (=)g(z) 十 f(z)g'(z), 所 以 
f(z)g(z) 是 广 (z)g(z) 十 f(z)g'(z) 的 原 函 数 .而 广 (z),g'(z) 仍 
为 解析 画 数 ( 见 下 节 ). 所 以 由 


| [Cf Ca)g Cz) + fos)g' (2) de = Ce)g(e)| 


得 fe do fe Pog)de. 
上 式 即 复 积分 的 分 部 积分 公式 . i 


例如 :计算 | ”ze'dz， 


因为 z 和 e*( 视 作 e: 的 原 函 数 ) 在 包含 1 和 1 十 ;的 单 连通 霹 
B 内 连续 ,所 以 可 使 用 分 部 积分 公式 . 于 是 


1 二 和 1+i 1+ 和 1 十 i 
| Zerdz 一 Ze: -| erdz = (z 一 1)e” 


一 ie 一 ie (cosl + lsin1). 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


用 牛顿 - 莱 布 尼 获 公式 计算 积分 ， 首先 要 解决 的 是 ， 积分 上 、 
下 限 的 两 点 是 否 可 以 包含 在 一 个 单 连 通 域内 ， 县 被 积 函 数 f(z) 是 
否 在 该 单 连通 域内 解析 . 其 次 ， 要 易于 求 出 f(z) 的 原 函 数 F(z), 
这 可 以 利用 微 积分 中 的 知识 .， 
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例 1 证 明 : 


Arctanz 一 | 去 1 ~ Te 
证 ” 取 品 为 全 平面 除去 虚 轴 上 两 条 射线 (1,1co) 和 (一 102,1) 
后 的 区 域 . 取 函 数 


Arctanz 一 工 Ln lt iz 
21 ] 一 1z 
当 z 一 0 时 ,有 
ff _ 1 二 一 
(arctanz) -2 (arctanz = 0). 
* dz ) 1 | dz 
而 上 证 十 对， 旦 oI 


所 以 在 D 内 ,arctanz 一 | dz 
车 取 DD 为 除去 点 xz 二 土 i 后 的 全 平面 , 则 因为 
Arctanz = arctanz 十 2k7, & 为 整数 ， 
当 积 分 线路 绕 一 1 一周 时 ,有 


| dz 1 | 1 1 | 
il-=e<l1 1 十 z2 jiti=slz—i1 zz 十 1i = 一 潜 ， 


当 积 分 线路 绕 i 一 周 时 ,有 


dz 1 -1 le 
| 1 十 zZ” oi [z+i|e 一 1 人 2 十 | i 
当 绕 若干 周 时 ,就 有 一 般 形 式 

- I 一 arctanz 一 kn 十 RR 一 Arctanz. 

0 
例 2 计算 下 列 积 分 : 
(1) | =coszrdz (2) | i tanzg,, 

0 COSZ“ 

| ,2d ljn(z 十 1) 
(3) | (2 + iz)’dz GD) | D+ lg. 


解 (1) 因为 zcosz’dz 一 方 coszzdz: 一 方 dsinz: , 故 由 zcosz: 
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在 复 平 面 上 处 处 解析 ,得 


Tl be 
| zcosz‘dz = | dsinz’ 一 Fsine’ 
0 0 
一 了 SIR 一 nx) 一 一 方 sin(r ). 


《2 ) 因为 上 一 eedz 二 (] + tanz)dtanz = tanz 十 tan’z. 
而 二 士 2Pz 在 圆周 |z| < 之子 内 处 处 解析 ,连接 1 与 i 的 线段 在 加 局 


|z| < 二 内 ,所 以 
| ] 十 tanz ] 
1 


COS’Z 


一 | (] 十 tanz)dtanz = (ans 十 Ftan’z 
1 


一 tani 十 tani 一 tanl 一 5tan’] 


_ishl_1sh1l_ ln 1 
= 10p7 7 ch tanl 2 tan 1 
一 一 一 |tanl 十 方 tan31 十 过 + 中 | 十 1th1l. 
(3) 因为 (2 十 iz)" 在 全 平面 解析 ， 所 以 


| +in)de =| (+4iz 一 :dz = [4 十 2im 一 本 2 ]| 


-| i 一 3i + 一 | 4 十 3 3 


一 世上 Li 
”3 T 3: 
(4) 因为 
dz = In(1 十 z)dfln(l 十 z)] 


一 d| 到 Imdl 十 z) |， 
而 了 2 在 区 域 一 r< arg(z 十 1) <r 内 解析 , 故 


| dz JinzGl 十 =)| 


一 = [ln 十 1) -一 tn22 | 
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InV3 + 要 


= 却 | 
2 

] ， 
= 一 二 十 3ln?2 


|]- 一 jn22 


十 dn2. 


例 3 计算 积分 分 | (2x: 十 8z 十 1)dz 的 值 ,C 是 由 0 到 2ra 的 
皖 线 :zx 一 ia 一 sin6),y = .al(l 一 cos0). 
解 若 用 复 积分 计算 ,将 比较 麻烦 . 但 由 于 被 积 函数 f(z) = 


2z? 十 8z: 十 二 在 复兴 男 止 处 处 解析 ;从 而 积分 与 路 径 无 关 , 可 应 用 
牛顿 - 莱 布 尼 茨 公式 计算 . 


| C2 十 8z 十 1)dz 一 | (2z” 十 8z 十 Ddz : 
| 人 人 


Se 十 4z ”十 =| 关 
0 
eet lee 十 2ra. 
例 4 计算 下 列 积分 ， 
(1) | ezedz ， (2) | ch3zdz,; (3) | sin2zdz. 
-in /6 一 
解 (1) e” 在 复 平面 上 处 处 解析 ， 故 . 
| erdz = ex|” lon 1 


~ 2° “2 =0. 


2 | 2 
(2) ch3z 在 全 平面 处 处 解析 ,ch3zdz =: 二 sh3z ,所 以 


0 1 
h 一 二 -了 _ 
| 3zdz 3 Sh3z 3 [sho sh 3 | 
一 全 一 一 本 
加 3s0 7 3 


(3) 因为 sin nzzdz 二 一 -0 一 cos2z)dz = 一 dl 了 一 Jsinzz| ; 而 
sinzz 在 复 平面 上 处 处 解析 , 故 


| sinzzds = 到 | 2z 一 到 sin2z| 涵 一 Xl 一 sin(2rxi) 


r 一 到 sh2x| 1. 
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例 $ 用 分 部 积分 法 计算 和 下列 积分 : 
(1) | zerdz z (2) | zsinzdz; (3) | (z — 1 )e™ "dz, 
解 (1) 因为 ze” 在 复 平面 上 处 处 解析 ,而 


ze“dz 一 de” ， 
1 十 ; 之 i+i 1 1 
所 以 | ze“dz = oe” 一 一 | edz 
1 2 1 2 J1 
上 寺 十 1 at) 1 ez2 一 1 2: 本 
1 ll 


] ， 


| 人 十 e204) 一 -二 e2 
4 


(2) 因为 zsinz 在 复 平面 上 处 处 解析 ,而 


zsinzdz 一 2 cosz ) ， 


所 以 | zsinzdz =—— ZCOSZ 一 | coszdz 


一 C 2 zcosz -一 sinz) | = sinl - -一 cosl, 


(3) 因为 (z 一 1)e 在 复 平面 上 处 处 解析 ， 而 
(z — 1)e-*dz = (1 一 =)de-*， 


所 以 | c — l)e dz 一 (1 一 Zz)e “ 十 | edz 


一 1 


i 
一 (一 zz 一 1)e |. 王 一 1e 
ao 


=— sinl 一 :icos1，. 


第 四 节 ” 柯 西 积分 公式 与 高 阶 导数 公式 


主要 内 容 


1. 何 西 积分 公式 
如 条 f(z) 在 区 域 D 内 处 处 解析 ,C 为 D 内 任何 一 条 正 向 简单 
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厅 曲 线 , 它 的 内 部 完全 含 于 DD ,zo 为 C 内 的 任 一 点 , 则 | 
Foz ) 二 工 f(z) J 


oi CZ”— Zo 

如 来 把 条 件 改变 为 1(z) 在 简单 闭 曲线 C 所 围 成 的 区 域 DD 及 
C 上 都 解析 ,公式 将 仍然 成 立 . 

如 果 C 是 圆周 = = z。 十 Re*, 则 


f (zo) 一 直 | f(z 十 Re* ydo, 


一 个 解析 函数 在 圆心 处 的 值 等 于 它 在 贺 周 上 的 平均 值 . 
2. 高 阶 导数 公式 
解析 哨 数 1(z) 的 导数 仍 为 解析 序数 , 它 的 n 阶 导数 为 


/mz)== 开 中 /2 dz, 于 一 1,2,… 


2rl Jc (z 一 zo)"t! 
其 中 (为 范 数 f(z) 在 其 解析 区 域 万 内 围绕 zx。 的 任何 一 条 正 向 简 
单 闭 曲线 ,而 且 它 的 内 部 完全 含 于 DD. 
高 阶 导数 公式 的 作用 ,主要 不 是 通过 积分 来 求 导 ,而 是 通过 求 
导数 来 求 积 分 , 即 


中 jz) 1。 _ Zn ro (20). 
c ni 


(z 一 zo "ti 
3. 柯 西 不 等 式 
设 归 数 jz) 在 以 z。 为 贺 心 .R 为 半径 的 贺 内 解析 ,在 C 上 和 连 
续 , 则 


zw (zo) | 声 < nl, 


其 中 MM 是 1f(z)| 在 C 上 的 最 大 值 . 
当 n = 二 0 时 ,有 ||f(zo)| 志 MM. 
4. 刘 维 尔 (Liouville) 定理 
设 函 数 f(z) 在 全 平面 上 解析 , 且 有 |f(z)| 过 M, 则 f(z) 为 
常数 . . 
5. 代数 基本 定理 
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设 Plz) -一 Un 十 di 之 十 机 十 GZ »71 之 1 ,a 天 0, 则 F(z) 在 复 
平面 上 至 少 有 一 个 根 . 


疑难 解析 


1. 柯 西 积分 公式 的 意义 是 什么 ? 柯 西 积 分 公式 的 条 件 是 否 可 
以 放宽 ? 

答 ”在 偏 微 分 方程 中 ,常常 遇 到 求解 方程 的 边 值 问题 ,例如 
已 知 函 数 x(Cz,y) 在 某 一 区 域 边界 上 的 值 ,并 知 其 在 此 区 域内 满足 
拉 普 拉 斯 方程 , 则 在 一 定 条 件 下 边 值 问题 有 惟一 解 . 显然 x(Czyy) 
为 一 调和 函数 ( 见 下 节 ), 可 以 由 调和 函数 在 区 域 边界 上 的 值 来 确 
定 其 在 区 域内 部 的 值 . 调和 函数 是 解析 函数 的 实 部 ,因此 自然 会 有 
问题 ,解析 熙 数 在 区 域 边界 上 的 值 是 否 可 以 确定 其 在 区 域 的 值 呢 ? 
柯 西 积分 公式 圆满 地 回答 了 这 个 问题 , 它 表 示 函 数 f(z) 在 边界 上 
的 值 完全 决定 了 它 在 区 域 D 内 任 一 点 上 的 值 . 

柯 西 积分 公式 的 条 件 可 以 适当 放宽 ,放宽 后 有 以 下 三 种 形式 : 

(1) 车 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 所 围 成 的 区 域内 及 C 上 解析 , 则 


| f(z) 
f (zo) = 2 中 一 zdz- | 
(2). 车 Ce 的 内 部 为 复 连通 域 ,C1,C,，,…;C, 为 全 部 内 边界 曲 


线 ， 当 / 4) 在 5 一 Co 十 Cr 十 … “十 C7 所 围 区 域 和 C 上 解析 时 ， 
有 : 加 
1 1 (2) |] 


27i C 之 -一 Zod 


f (zo) = 
- 玄 人 ea 吉 Lo 
(3) 设 DD 为 复 平面 上 包含 无 穷 远 点 的 区 域 .C 为 D 内 一 条 简 
单 闭 曲线 ,函数 f(z) 在 C 外 及 C 上 解析 ( 除 无 穷 远 点 ), 且 limf(z) 
= 4 天 co, 则 
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了 站 7) 
2ri jc 一 > 


2. 解析 函数 的 高 阶 导 数 公式 说 朋 解 析 函 数 的 导数 与 实 一 元 
孙 数 的 导数 有 何不 同 ? 

答 。” 解析 肾 数 的 高 阶 导数 给 我 们 一 个 利用 导数 来 求 积 分 的 
公式 ,使 求 沿 闵 曲 线 的 积分 更 加 简捷 . 而 尤为 重要 的 是 ,高 阶 导 数 
公式 告诉 我 们 :只 要 范 数 六 z) 在 DD 内 处 处 可 导 ( 解 析 ), 则 它 的 各 
阶 导数 在 区 域 D 内 存在 ( 即 f(z) 仍 解析 ). 也 就 是 说 ,只 要 f(z) 
在 DD 内 有 一 阶 导数 , 必 有 任意 阶 导 数 . 而 对 实 一 元 函数 来 讲 , 若 
f(z) 在 (a,65) 内 可 导 , 则 广 (z) 不 一 定 可 导 ,甚至 不 连续 . 例如 ， 


f(z) = Vz 在 (一 1,2) 内 可 导 ,](z) = 一 一 ,但 户 (z) 在 z 一 
2 Vr 


0 不 连续 ,所 以 有 (zx) 在 (一 1,2) 内 不 可 导 . 这 就 说 明 解析 函数 的 
导数 与 实 一 元 函数 的 导数 存在 根本 上 不 同 . 


f(z) = di 二 + A,zE€ED. 


方法 ,技巧 与 型 例 题 分 析 


一 、 柯 西 积分 公式 及 其 应 用 
:到 此 为 止 ,我 们 已 经 掌握 了 关于 复 积分 计算 的 基本 定理 与 公 
式 . 因此 ,计算 复 积分 不 再 是 应 用 某 一 定理 或 菜 一 公式 ,而 往往 是 
同 时 应 用 几 个 定理 或 几 个 公式 ,这 就 要 求 我 们 加 强 对 综合 问题 的 
分 析 、 研 究 和 求解 能 力 的 培养 . 

当 被 积 本 孝 为 有 理 函数 或 被 积 函 数 可 化 为 分 母 为 多 项 式 的 卫 
数 时 ,如 果 在 封闭 曲线 C 内 含有 分 母 的 一 个 零点 而 分 子 在 C 内 处 


处 解析 《4《 即 对 中 glz)ydz,g(z) 一 2 或 二 并 在 C 


一 (z 一 zo) (zz 一 
内 ,而 f(z) 在 C 内 处 处 解析 )， 则 可 直接 帮 基 各 积 汪 公 这 或 高 
导数 公式 来 计算 积分 . 而 在 有 理 函 数 情形 , 若 C 内 含有 分 母 一 个 以 
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上 的 零点 而 分 子 解析 , 则 要 先 将 被 积 困 数 化 为 部 分 分 式 , 然 后 依据 
具体 问题 使 用 恰当 的 方法 去 求 积 . 
例 1 计算 下 列 积 


Sin2z . | 一 将 一 em 
(1) | “|=4 之 dz; (2) 2flJ -=5 二 一 2z 一 3 
解 ” (1) 取 f(z) = sin2z ,zo 二 0, 依 柯 西 积分 公式 ,有 
了 sin2zd。 sin9gz 一 0. 
pg |z|==4 之 < 一 
(2) 由 分 解 部 分 分 式 ,有 二 于 二 二 一 二 十 二 人 3, 所 以 
一 2z 一 3 > 十 1 > 一 3 
OA -<5z2 一 2z 一 3 
1 时 于 ] 2 
= 23ri) sz tid 十 gn) us 3 


右边 第 一 个 积分 取 f(z) = 1 ,zo 二 一 1; ;第 二 个 积 {分 取 f(z) 一 ,0o 
二 3. 于 是 , 依 柯 西 积分 公式 ,有 


二 | 3z—1 
2riJ :=5 2 一 2 一 3 


在 后 面 的 例题 中 ,一 般 不 再 列 出 f(z) 和 z。 的 值 ,请 读者 自己 


例 2 计算 函数 所 土工 沿 正 向 加 
周 C:1z 一 z。1 二 1 的 积分 值 . 设 图 周 C 
的 圆心 分 别 在 : (1)z = 1;(2)z 一 


二 1(3)zo 一 一 1;(4)zo 一 一 i( 见 图 


dz 一 1 十 2 一 3. 


3. 18). 
解 为 了 求 积分 的 值 ,将 柯 西 积 图 3. 18 
分 公式 变形 为 


f(z) 


C2 Zp 


-一 一 一 dz 一 2rij (zo). 
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-一 -一 | 
(1) zo = 1,8(z) 十 T, 则 
| 三 十 1d 加 z* 十 1 dz 
czi—1 c 之 十 1 > 一 
加 oi | 本 2 2 人 


(2) 因为 到 二 -1 ;在 Cs 上 没有 不 解析 点 ,Cz 可 以 由 Ci 平移 (看 


作 连 续 变 形 ) 而 得 ,所 以 
| 二 dz 一 中 三 一 idz = 2 
1 z* 十 1 
= 十 1 zi' 则 


z 十 1 = 4 2 十 1. dz | 
| .d= c 之 一 1 z 干 TI 一 “™ z=] 


(3) 之 0 > 一 一 1 ,BF(Z) 一 


< 十] 


(4) 王 一 了 在 C4 内 处 处 解析 ,由 柯 西 -上古 萨 定理 ,有 


al § srl 0 
人 


2 一 1 c 2 一】 


例 3 计算 下 列 积分 : 


er S12-»,._1lil_l 
GD) 中 zctlz1 = 二 ,1s1 =2,|z 一 去 |= 圭 ， 
jz 十 1| 一式 ; 
2z + 3 i 
(2) a DY |-1 
解 (1 二 0, 之。 二 一 1. 


当 Ci 为 |z| = 地 时 ,Ci 内 有 奇 点 = 一 0, 故 


ee 加 ez2= dz _ ee2z 加 ， 
中 = = = 十 1 z = 2di| 5 年] = 2 


1 
“to50。 


当 C: 为 jzj = 二 2 时 ,由 复合 闭路 定理 ,有 


2 也 之 pe 
e e e€ 
4 一 一 一 一 dz 一 中 一 一 一 dz 十 一 一 一 一 dx 
cs 十 > cz 十 之 cz 十 之 


onl 一 onie -2 一 2ri(]1 一 e *); 
了 ,和 数 在 内包 
中 到 丈 干 5 一 0 


当 C, 为 jz 十 1| = 款 时 ,C4 内 有 奇 点 = 一 一 1, 故 


2 已 2 dz 已 2 _， . 
$a 二 十 gdz 一 中 之 -| = “en. 


4 


当 (3 


ko | 一 


虱 


Liz 十 3 十 一 个 __ i 
(2) Zr 1 有 三 个 奇 点 ,zl 二 0,z， 1,z3 二 1. 而 
2z 十 3 3 1 一 3/2 _ i 十 3/2 
zz FI) 2 z 十 i zi?’ 
所 以 | 
2r 十 3 | = 中 二 中 = 3/24 i 2028。 
ry FD dz 十 / ~ zi 
.| 3 .| i 
一 2rl。3 十 0 一 2rlll 十 了 | = 2 这 一 让 
sin Tz | 
例 4 计算 中 = 了 de,C 分 别 为 
(1) 2 (2) jz 十 1| 一元; (3) |z| = 2. 
可 
sin —2 


解 被 积 函 数 -一 一 有 两 个 奇 点 < 一 十 1 
(1D) 在 lz 一 1 1 有 奇 让 < 一 1 


in 一 sin 二 z 
4 dz 一 4 ， dz 
c zz -一 1 c 之 十 1 zz 一 1 


* 151。 


， 
on | = 9xi| Y 2 | = 地 ri. 
< 十 1 < 一 ] 
(2) 在 jz 十 1| = 广内 有 奇 点 = 一 一 1, 故 
sin -一 -; sin 二 nx 
+ 4 dz = 4 | dz on sin 本 < 
C 2 一] c, 之 一 ] 之 十 1 一 一 一 一 
2 ZO—1] j,i 
一 27Nl 人 2 | ~ 六 Nl. 


(3) 由 复合 闭路 定理 ,有 


， 你 。 所 
Si -一 之 Still 一 之 


. n 
4 4 4 
pb Zl 四 ZI*t pb HT 


1 


— Mt ani Va 


例 5 计算 中 下 4 rr ，C:X: 十 y: 二 2x. 

解 ” zx: 十 1 = 二 0 有 四 个 根 z 二 e+ ,二 0,1,2,3, 但 仅 e” 
和 e-™t 在 C 内 . 作 Ci,C; 在 C 内 互 不 相交 , 互 不 包含 ,分 别 包围 e™ 
和 e- ,所 以 / 


dz = 中 dz + 中 dz 
cz 二 1 cz 十 1 cz 十 1 


' > 一 er/4 dz 2 一 ez dz 
-一 一 一 一 一 一 一 一 
c c, 


,1 十 2z* zz 一 et lz zo—e 


[es) 一 十 (e ] 


. 3 Xi 
一 Ticos 一 开 一 一 


4 
必 /3 | | 
例 6 设 /(z)=| 下, 求 1f() 和 f( 一 DD). 当 |z|> 
之 时 , 求 三 (>). 


解 ”由 柯 西 积分 公式 ,有 
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f0) 一 2rie53 一 X( 一 W3 十 1)， 
三 一 让 一 2rie-a3 一 XCV3 十 i)， 

当 [lz| 汪 2 时 ,f(z) = 0, 
例 7 下列 推 导 是 否 错误 ?如 有 错 , 错 在 何 处 ? 


dz = 中 l dz +] 加 
bp = 3/2 之 (之 ~ 一 1]1) (= =372 这 = 一 1 -一 2Tl z |， 一 一 2N1, 


i 错误 . 因为 > 二 0 是 被 积 涌 数 可 点 ,所 以 第 二 个 年 号 不 成 


i -3 
|z| 一 372 = |zj] 一 372 2 1] 之 

_ 0 dz | dz 

lzj=3/2 之 一 |z|=3/2 之 


一 2xl 一 27l 一 0. 


例 8 人 
(1) i < 到 二 eos C:z 二 二 4; 


(2) 中 i C:lz| = 3; 

(3) 中 dz, Ci:lz — 2il = 2. / 

解 (1) 化 z 十 > 一 4z 为 (z 一 2)? 十 二 4, 即 lz 一 2| = 
2.C 内 有 奇 点 如 和 2, 作 以 二 和 2 为 心 的 位 于 C 内 的 互 不 相交 上 且 互 
不 包含 的 小 圆周 Ci 和 Ci. 依 复合 闭合 定理 与 柯 西 积分 公式 ,有 

四 『 dz dz 
“一 中 (z* 一 4)cosz 下 中 (z° 一 4)cosz 
加 1 .dz ,， “1 1_dz 
| 中 zt?—4 cosz 下 中 (zx 十 2)cosz 二 一 2 
2ri | 3 一 i + ke 十 eosz | 


.[ 4 ] 
2xi| 元 一 16 下 os | 


: 


| 


(2) 将 函数 分 解 为 部 分 分 式 再 应 用 柯 西 积分 公式 ,因为 被 积 
阵 数 有 奇 点 0， 1,1 在 C 内 , 故 


二 中 dz 尘土 1 e 1 
! 一 中 Sdz+ 2 rd 
= 一 2ri[e],o 十 于 2ri[e].-, 十 方 2xi[e].--， 


一 ie 十 e ”一 2). 


b= Sinz 2 1 sinz ， dz = 2ni| | 
c2 人 十 9 zz 十 3 xz 一 3 Zz 十 3J.-a 


, Sin31 _ TX, a 
一 DA -ei = 3 Sin31 3 sh3. 


例 9 设 函 数 f(z) 在 区 域 人 解析 ,在 D 上 连续 ,边界 C 由 逐 
段 光 滑 曲 线 组 成 . 车/(z) 在 C 上 恒 为 常数 ,证 明 :f(z) 在 D 上 也 得 
为 常数 . 

证 ” 设 zE€D, 由 柯 西 积分 公式 ,有 


1 / (6) | 
1(2) 一 a cE zd ‘< 


而 态 = D 二 C, 所 以 命题 成 立 ， 

例 10( 含 无 穷 远 点 的 柯 西 积分 公式 ) ” 设 函 数 f(z) 在 简单 闭 
曲线 C 的 外 部 区 域 D( 含 co 点 的 区 域 ) 解析 ,在 刀 十 C 上 连续 , 且 
有 limf 《x) = = 4. 证 明 ; 

CD dr -~ 人 z€D, 
/ 5 ce 一 > 4， >z6EC 内 部 ， 
其 中 C 取 正 向 . / 

证 ”在 避 内 任 取 一 点 z, 并 取 充 分 大 的 R, 作 圆 Cx: 1z| = R， 
将 C 与 z 包 含 在 内 . 则 f(z) 在 以 C 和 Ca 为 边界 的 区 域内 解析 , 依 
柯 西 积分 公式 ,有 

f(t) f (6) 


f= dt | 
,154 。 


因为 ze 在 |$| > R 上 解析 , 且 


lims 二 一 = 上 79) 


所 以 , 当 z 在 C 外 部 时 ,有 


1 1 (6) 
f(z) = A ez, 


l i 
TD) A, 


1 f (86) iv 
印 ori cE zd = 一 (=) 十 4. 


设 z 在 C 内 , 则 jz) = 0, 即 


= 王 | .区 小 i 
mm 
例 11 计算 


1 dz 
~ 27i cz 一 2)(z 一 4) (2 一 98)(z 一 100) 


sC: |z | 一 99., 


解 ” 设 f(z) = [TI 一 2k) ], 则 f(z) 在 域 |z| 之 99 上 

除 名 二 Oo 外 解析 , 且 limj(z) = 0. 由 例 10, 有 
f(100) = f(o0o) 一 了 7 一 一 了 

故 ”1= 一 f(100) = 一 1/[1 [aoo — 2k) |= 一 汪 

例 12 计算 下 列 积分 : 

dz 

(1) 中 tl ,CC : |z| = 10; 

(2) 中 - 灾 -= 二 -1 jdz,C:lz| 一 2 

解 可 以 利用 复合 闭路 定理 或 柯 西 积分 公式 计算 积分 ,介入 


9811 


用 例 10 的 结果 将 使 计算 过 程 更 为 简捷 . 
1 zz 一 100 100 
(1) 将 二 二 了 化 为 二 1 0 = 在 C 外 解 


* lv5 


dz _ z 一 100 dz 
czx3s 二 1 Jcz 二 1 >z 一 100 


加 一 100 一 100 
一 一 2mi 1 ot 2rilim - 2 十 1 
一 0 十 0 二 0. 
一 (3z — 1)(z — 20) 1 
(2) Dt Cz 一 20)' 则 消 烧 
一 在 C 外 解析 ,于 是 


3 3 一 1 do- 和 (3z 一 1)(z 一 20) dz 
之 一 1) zl(z—1) xz—20 


. (3z CO— 1)(z CO— 20) 


Ln Z (2 一 1) zo0 


.1. (3z OO— 1)(z — 20) 
tT 2 lim zz 一 1) 


一 0 十 6rl 一 67l. 
注意 题 (1) 中 的 z。 = 100 与 题 (2) 中 的 二 2 都 是 随意 选 
取 的 ,只 要 ze 在 C 外 即 可 . 
例 13 证 明 : 行 js) 在 半 带 形 z 之 zo0 委 7y 和 连续 , 且 有 
lim/f (++iy)= A(0<yED, 则 


lim sd 一 1Ah. 


1 二 oo 


其 中 B， 是 平行 y 轴 的 直线 段 0 之 之 h. 
证 因为 对 任 给 的 8 > 0 存在 数 2 当 z6。>> 时 ， 恒 有 
If(r+iy 一 41<e 0 二 yy 二 六 


所 以 用 /de i | = 由 (f(z) 一 4 1d 
< [fetiy - Aldy < he, 


于 是 lim f f(z)dz = iAh. 


例 14 证 明 : 
(1) 若 本 数 1(z) 在 zz 一 0 的 邻 域内 连续 , 则 
lim| /Cre")db — 2xf(0) 
(2) 车 f(z) 在 z= 二 a 的 邻 域 内 连续 , 则 
lim| /2) dz 一 2rif(a). 


r-0J |z—al=r 之 一 
证 (1) 由 连续 性 知 ,对 任 给 的 e 0, 存 在 6(e) >0, 使 当 0 
委 ”< 和 9 时, 恒 有 | .Jre 一 8)|<0,0 委 0 委 2x. 故 


Eee 一 f(0)Jd0| < | yeen fc0) Id9 声 DTe ， 
BP lim| [ees 一 f(0) jd0 = 0. 


故 命题 im| “f(re*)d6 = 2rf(0) 成 立 . 


(2) 类 似 于 题 (1) ,对 任 给 的 8 二 0, 存在 6 二 > 0, 使 当 0 牵 
0 时 ,有 
[fla + re®) 一 Fa < es 0 委 0 扫 2r， 


故 | _ 二) dz 一 2ri (a) 
= lzil| 中 二 7 一 42)dz 
|z—al=r 271 之 一 
所 0 
<| Vat re — /| ,gg < 2Te， 
下 fz) oe 
Bp lim |z—al=r 之 一 2dz 2mf (a). 
例 15 计算 积分 中 生 j 
解 ” 因 为 |z| =2,z= 2es,0 委 0 挟 27 ,dz 一 ?ie dg， |dz | = 
2d0 一 一 12 ae dd __ i2 经 ,所 以 . 


一 12 dz . / dz 
lzi=2 (xz 一 zz 一 1) < Iz|=2 之 一 5 之 十 4 


“157。 


_2 _ .ony 二 和 
= 人 [中 _ 中 _ 5 加 (0 — 2m) 3 
例 16 证明: 车 f(z) 在 |z| 二 1 上 解析 ， 积分 为 正方 向 , 则 
》 之 < 9 
1 ra fC0) Iz| 夺 1 
ZN J 1- 和 /(0) 一 /| 二 | |， |z=| 二 1. 


证 当 |$|=1 时 ,一 ee 0 委 0 和 过 27x. 5 一 e ,dx = ie do, 


下 = 一 ie-sdb. dt = ieisdb = 3d0 一 一 -= .又 5 一 152 一 1， 


d 
于 起 2xi 二 中 1 fa - 训 tl=1 | 村 
1 | /(6) 和 
<TL J MI=ig(l 一 zzZ) 
1 中 3 
2TL J si 1 一 二 2) 


依 柯 西 积分 公式 , 当 |z| 二 1 时 ,有 
1 Ode _ 去 ff) dt 
em td oz) 2riJil1 一 zz 《一 0 


0) | = 
1 一 z Cis=0 /1(0)， 

故 页 中 dt = Fo (zl <1). 
当 |z| 二 1 时 ,有 
1 fd 1 1 _ 1 
2 uit — zt) 2ml 四 | > 一 yA 

= f(0) 一 川 =|， 
1 OD 1 
改 2xi J rmi 一 Ez = / (0) 一 f| 志 | (lz| > 1. 
至 此 ,命题 得 证 . 

二 \、 商 阶 导 数 公 式 及 其 应 用 


例 17 计算 积分 中 :eese sdz,C 为 以 下 曲线 ， 


。 1]58。 


GD zl = CD) | = 一 于 = 二 3) lz 一 2 


解 f(z) 一 20 一 7737i 只 有 两 个 奇 点 z1 一 0， 之 2 一 本 ,所 以 


和 《之 


(1) 在 C 内 只 有 一 个 奇 点 2 = 0, 故 由 柯 西 积分 公式 ， 有 
COSZ dz ,. COSZ 
1 一 中 ik 


"(ZzZ— NR/2)” % x/2) 
oni or 16 
一 2Nl (ny Onl 3 il: 
(2) f(z) 在 Cs 内 只 有 一 个 奇 点 < 一 地, 依 高 阶 导 数 公式 ,有 
z COSZ dz . 1 r/coszi” 
“一 中 z CA i | 


2 
-一 ZSINZ 一 COSZ 


r=/2 


,六 一 zcosz 十 2zsinz 十 2cosz 
之 =n/2 


8 . 
一 一 ! 


。 所 
ni Cr/ 2 -一 元 。 
(3) 人 题 (2) 结果 ,有 


COSZ COSZ dz 
“一 四 ys z+ $. (z 一 TX/2) 
16. 8 . 8 161. 
= 一 让 十 Ai 一 | 二 一 上 
例 18 计算 积分 中 二 二 ,Clz| 一 rr 天 12 


解 (1) 当 0<> 二 1 时 ,从 被 积 函 数 分 解 出 f(z) = 
1 
CC 


1T= 中 /四 导 = 委 [ 二 于 


(62° 4D _ i 3)_ 3. 
= ri| 让 一 一 之 一 2) | i | 4 
(2) 当 1 二 rr 二 2 时 ,C 内 有 两 个 奇 点 , 依 复合 闭路 定理 ( 见 图 


* 1 9。 


3. 19(a)), 有 


1 = 和 + FT 
再 依 高 阶 导数 公式 ,有 


dz 

I= 中. G+ = 
加 , 1 Ht 

ke 十 1)(z 一 2) | 下 Zri| = 《2 一 一 | 
3 2 __L 
一 全 AL 十 3 了 1 2 


图 3. 19 
(3) 当 ~> > 之 2 时 ,C 内 有 三 个 奇 点 0, 一 1,2, 依 复合 闭路 定理 


见 图 3. 19. (b)), 有 
I= 1 dz 中 1 dz 
cz 十 1)(z 一 2) x c zz 一 2)z 十 1 
1 dz 
下 和 se 


?可 | 去 十 1)(z 一 2) := Wi 2 (z 一 2) J 


二 Lae Tn. , 


= 一 闻 而 十 Si 十 放 i 一 0. 


例 19 第 下 列 积分 的 信 .C 为 由 工 王 十 2 和 y 王 土 2 所 峡 
矩形 边界 正 同 ( 见 图 3. 20). 


se。 100 »。 


erdz 
(1) 中 到 二 (之 十 (z 十 ni/2) 


COSZ 
(2) 中 a dz; 


tanz/2dz 
(3) cE x) 


sh2zdz 
z (4) 中 Te. 
解 〈1) C 内 有 育 点 z 三 一 Ti/2, 故 


， dz rr 


一 onle "2 一 27i( 一 1) = 2x. 
(2)C 内 有 育 点 之 一 0 , 故 


1 = . COSZ 一 一 dz -- < -一 Ti(cosz)> ,一 Ti( 一 cos0) 一 一 i. 
C z3 21 


(3)C 内 有 奇 点 z 一 Xo; 邦 


dz . 2 
1 = 中 tan 2 二 GC 一 2mi| tan 7 | 


， 十 0 
一 Tisec” 一 
0 


izxo| = 2; 


0 


. 1] pa 
一 oni psec 一 


2 证 二 工 
(4) C 内 有 奇 点 之 一 0, 故 


7 一 中 sh2z 一 27ri 。 3 Csh2z J 一 rich0 一 i 

例 20 计算 中 二 Tsdz,C 为 |z| = 4， 

解 ”f(z) 奇 点 为 0,1, 作 Cl 和 Cs 互 不 相交 , 互 不 包含 ,分 别 包 
围 奇 点 2 二 0 和 z= 二 1, 且 全 在 C 内 , 则 依 复合 闭路 定理 ,有 


T= . COSAZ COsSNz J 4 COSAS 


站 ~ BE 1 
| COSTz dz | 和 COS 之 dz 

c, Car 2 (zo 1) 
2xif Ncosz “ COST 之 
| | + 2 ] 


“01。 


一 TicosTz 4TSInTZ 8cosTz 
| tt | Te 


一 (6 一 7)xi 十 6xi 一 (12 — Mm. 
例 21 证 明 : 若 Fz) 在 单位 圆 |z| 二 1 内 解析 , 且 |7(z) | 一 
一 77, 则 
eT 天 一 1 29 
证 ” 取 C 为 |z| 二 于 7 7 二 了 ;所 以 f(z) 在 C 上 及 C 内 和 解析， 由 


高 阶 导 数 公式 
(2)4 


2 Cc 之 0 十 1 


fF (0) = 


之 


所 以 


三 ”0) | a 


n 
f(z) i 
| 


=— en 


也 可 由 柯 西 不 等 式 ( 见 下 例 ) 直接 得 出 . 

例 22( 柯 西 不 等 式 ) ” 设 函 数 /(z) 在 圆 |z 一 ol << 尺 上 解析 ， 
县 |Jz)1 委 AM , 则 
Mni! 


|f”(z0)| 委 Rr? 1 一 ,2 
证 由 高 阶 导 数 公 式 ， 取 z 一 zo, 对 任意 的 Ri 二 民 , 有 
f (2) 
tn) ~ ~- -一 一 
1" (z0) = 并 | gs l=R, (CO— Zo) 0%， 
所 以 
1 M Man 
1f"zo| 委 5 rR 一 Rr no 二],2， 
取 极 限 KR 一， 即 证 得 命题 . 


例 23 设 太 cz 在 |z|<RCR>1) 解 析 , 且 太 0) 一 1, 计 算 
.162 。 


积分 


并 利用 积分 证 明 : 


(1) 人 | fl(e”*)cos’ 


EU 2 + f (0); 
(2) | f (e”)sin’ EU 2 一 f' (0); 


(3) 车 有 Re[ f(z)] 半 0, 则 |Re[ 记 (zx)]| 才 2 
证 ”由 柯 西 积分 公式 ,有 


] dz 
光路 [2 十 [= 十 过 上/ 


1 dz 1 


1 dz 1 2 dz 
= sn 2 (2) = 士 本 , (2 十 1)f(z) 2 


=| = 
= 2 ar] + SS [2 + 1)7(z)J-。 
一 2/ (0) 士 广 (0) = 二 2 士 Po 
又 由 复 积 分 可 得 


1 1 de 
2N1 ,2 + [z+ ;| J 5 
= 去 | L2 士 (e+ e *)f(e si)d0 


上 w 

1 | (1 + cosb)f Ce)do | 

而 1 十 co0os0 = 2cos?| ;| ， 1 cos0 = 2sin’ 

故 | fe)ecos’ 
二 | f le")sin’ 6 32)d9 = 2 一 f° (0). 


奇 Relf(z)j] 0, 取 上 面 两 式 ( 即 题 (1)、 题 (2)) 的 实 部 可 知 
2 + Re[ f°(0)]= Z| "Refe' cos: 


了 
2 $ 


$jd9 = 2 十 f (00), 


9 
了 dg > 0， 


* 16063. 


. 2 
2 — Reff'(0)] = | Rer fCe) Jsin 


所 以 一 2 之 Re[ 了 (0)] 达 2， 即 ReLAPo)] 委 2 

例 24 如 果 u(x,y) 是 区 域 D 内 的 调和 函数 ,CC 为 D 内 以 zz。 
为 中 心 的 任何 一 个 正 向 圆周 ;|z 一 zol 一”, 它 的 内 部 完全 含 于 忆 ， 
证 明 : 

(1) w(x,y) 在 xzoyyo) 的 值 等 于 xGCzy,y) 在 圆周 C 上 的 平均 
值 , 即 


2)d9>0. 


2 
U(Xos yo) 一 去 | u(xo 二 rcosg, yo 十 rsing) doy; 


(2) u(X,y) 在 (xo,Yo) 的 值 等 于 x(Cz,y) 在 圆 域 jz 一 =o| 魏 m 
上 的 平均 值 , 即 
] 


far 
xzL(Zoyyo) 一 0 “| u(xo 十 rcosPpyyo rsing)do. 


证 (1) 令 z=zo 十 re , 依 柯 西 积 分 公式 ,有 


f (zo 十 十 re “) ei0; 1 [人们 i8 
f(zo) 一 -一 去 | ye 1d0 = 去 | f(zo 十 re )dDO， 
即 u(xo» yo) 十 iv(zo, yo) 


2 
一 去 | [uxo 十 rcos0, yo 十 rsinO) 


十 iv (zo 十 rcos0, y, 十 rsin0) ]do. 
对 照 等 式 两 边 的 虚 部 与 实 部 ,有 


: u(xo; yo) 一 去 | uz 十 rcosp:y 十 rsinp dy, 
(2) 因为 在 圆 域 上 ,0 < 9 过 24,0 < "之 ros 故 由 | dp 一 27， 
| rar = 二 rj, 可 由 题 (1) 的 结果 ,得 
/ wTo» Yo) 一 去 | ulz。 十 ycosg, y, 十 rslinpD)do 


站 2 
一 2 | -dy 。 去 | u(xo 十 rcosg, yo + rsinp)dp 
oJdo ZN 0 
* 1]64. 


rp 2 
二 二 | | Lt (Xo 十 - recosy, Yo 十 rsinpD)d 
0 v 0 


Tro 
例 25 若是 自然 数 ,证 明 : 
全 8 : oT 计 
| eroscos (rsingl 一 200)d0 =. ~—r’", 
0 好] 
| “esinCrsing — nO)d0 = 0 
0 
证 ”以 TI 和 7, 分 别 表 示 上 述 两 式 左 边 的 积分 ,有 
上 区 
万 十 i7， — | eoising—n) dO 
0 
a do8 
《ein 
一 rt dé a 1 1 1 dD re 
加 | (一 0)"+1 1 eT 12 1 Ee | 


= A (依据 高 阶 导 数 公 式 )， 


ni1 


比较 等 式 左右 两 边 的 虚 部 与 实 部 , 即 得 所 证 的 两 个 等 式 . 

例 26( 刘 维尔 定理 ) ” 设 函 数 /xz) 在 全 平面 解析 , 且 有 界 
(|f(z)| 过 M), 则 f(z) 为 常数 . 

证 对 任意 z。, 明 煞 /(z) 在 lz 一 zo| 人 民风 解 术 ， 由 柯 西 不 
等 式 ( 例 22), 有 , 


了 2 
— | "ostisn) eo ing dO — | er 
0 0 


P20))| 之 % 


令 尺 一 06, 得 广 (zo) = 0. 由 于 zz 的 任意 性 知 ,在 全 平面 f(z) 三 
0. 由 第 二 章 第 一 节 例 15 题 (3) 知 ,f(z) 为 常数 . : 
例 27( 最 大 模 原理 ) ” 设 f(z) 在 由 简单 闭 曲 线 C 及 围 成 的 闭 
区 域 D 上 处 处 解析 , 且 “9 证 硕 : 在 C 内 处 处 有 
/ f(z)| 声 
证 . 设 n 是 自然 数 ， 对 本数 [CD 应 用 柯 西 积分 公式 ,可 知 
在 C 内 任意 点 <, 都 有 z 


1 Lf, 
[f(z)T = 2ni jc 一 > 


。 165“。 


所 以 
1 [11 (5)1” 1 M _ 
ap 过去 中 14 过去 中 下 林 由 = 人 


z | 


于 是 | 人 | < ,其 中 一 去 中 重 汪 与 4 无 关 . 当 一 oo 
时 ,< 1, 故 |/ 二 


例 28 证 明 : 若 C 为 包含 原点 的 团 曲 线 , 则 


人 2 了 ~? 从 de 
nl 


2 Jcn! 如 
证 /KG5) = 全, 则 f(z) 在 复 平面 处 处 解析 ,由 高 阶 导数 公 
式 ,有 


中 一 ze”. 4 
三 ”0) 一 7 ne 
因为 f*" (26) 一 一 se 2" "所 以 了 (0) = 地 (2")?， 比较 好 知 ， 命 
题 成 立 . 即 
1 ze de 


2ri jen ¢ i 
例 29 设 消 数 f(z) 在 复 平 面 上 处 处 解析 , 且 [f(z)| = M, 
a,b 为 任意 两 个 相 异 复数 . 证明， 


f(z) | 
中 (zz— a)(z 一 万 4z 0:,C:|z| = (R > lal,R> 15|). 


并 推 证 f(a) = fC). 


证 ”因为 
|f (Cz) | [f(z)| 

I< 中 sd! < arma = pr nd 
M »。 oxR DTAY 


< RR 二 laDR—16) RO [al/R)G — 161/R) 
当 民 一 oo 时 ,上 式 右边 一 0, 故 了 一 0. 又 
JTJ 1] f(z) | 1 f(z) 


a—b Jjcz—a a—b a6d 


* 166。 


Ol 
一 了 Le) — /00)) 
1 00) = 0=—>f(a) = 太 O). 


从 而 -2 [f(a) 一 
例 30( 代 数 基本 定理 ) ”任何 一 个 n 次 多 项 式 
zl 十 a iz 十 a 


P,(z2) = 2" + ailz 
在 复 平 面 上 至 少 有 一 个 根 . 
证 ”用 反 证 法 . 若 P,(z) 在 复 平面 上 没有 根 , 即 P,(z) 天 0, 于 
Pr ) 在 复 平 面 上 处 处 解析 , 则 当 lz| 二 RR, 且 R 充 


是 函数 f(z) = 万 一 
分 大 时 ,有 
P.(z)| 一 n Cr 一: _Cn 
P= |+ 冯 ++ 认 + 让 
2 了 pn 
> Re R Ri 各 | > 羡 R 
因此 ,在 jz| = R(R 充分 大 ) 上 ,有 
: 2 
f= TPGT < 部 
由 最 大 模 原 理 ,有 z 
max |f (z)| 一 max|f (2)| < 二 
> 


于 是 ， 在 z 一 0 处 ， 应 有 


这 在 充分 大 时 是 不 可 能 的 , 故 假设 不 成 立 有 今天 成立 
例 31 计算 积分 中 _ | = 十 十 | 空 ,为 自然 数 , 并 用 其 证 
和 im _ (2m 1)! 1 、 
(1) | cos*”™”0d0 = 2x mr 
(2) | eos”-0d0 二 0 (m 为 目 然 数 ) 
因为 |z| = 1, 所 以 z 二 ex*,0 过 9 声 27. 故 
。 167 * 


证 


”dz 2 gon. . [2 
一 一 | (ee 十 e *)"d0 = 2"i| cos"ld20. 
毛 0 0 


中 二 
|z*| 一 1 Z 


而 由 第 一 节 例 4 知 


于 是 得 : 
(1) 当 n 二 2m 时 ,因为 按 二 项 式 定理 ,有 


2 
上 十 1 各 1 -一 Ea 十 Domo "1 兴 1 十 由 昌国 
之 之 之 


上 2m 2m 一 1) 《222 — m1),. 二 十 .…… 十 去 | 
772 1 之 之 


所 以 ,利用 中 xz'dz 的 结果 ,有 
T= | _ 2m (2m 一 1)… (人 (27 一 7 十 1) dz 


77? 1 之 
oi 2m(2m 一 1) (27 一 7 十 ]) 四 (C27) 1 pi 
m1 (m1)* 
这 样 ,就 有 
~" (2m)! (2 一 1)11 . 
2m -一 - 一 一- 一 人 上 
[ 护 Cet 2 (2”m1!1)(2"m1!) (2m)1!11 2 


= 十 去 | “ 冯 的 展开 式 中 第 一 项 为 
z”"-?, 以 后 各 项 依次 减 2, 不 出 现 寺 项 ,因而 依 中 z*dz 的 结果 ,有 


2m— 1 
和 
lzl=1\ “ 


”一 dz- 一 0， 
2 
即 四 | cos”™” i0d0 = 0， 
心 


例 32 ie 在 |z 一 zoj 委 1 的 何 处 取得 最 大 值 ? 最 大 值 为 多 少 ? 
解 ”因为 e* 在 全 平面 解析 , 则 依 最 大 模 原理 ( 见 例 27) 知 ， 
|e | 的 最 大 值 只 能 在 其 边界 |= 一 zo| = 1 上 达到 . 设 z = zo 十 e™”， 
则 |e| 一 e or 故 当 9 天 0 时 ,在 点 zz 一 zs 十 1 有 最 大 值 


Re(z0) 十 ] 


C 
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第 五 节 ”解析 函数 与 调和 函数 


主要 内 容 


1， 调 和 本数 
若 实 二 元 哨 数 pk(z,y) 在 区 域 D 内 具有 二 阶 连 续 偏 导数 , 且 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 


则 称 wz,y) 为 区 域 D 内 的 调和 函数 . | 
” “2. 任何 在 区 域 D 内 解析 的 函数 ， 它 的 实 部 和 应 部 都 是 内 的 
调和 函数 . | 

3. 若 u(x,y) 为 D 内 已 确定 的 调和 函数 ， 则 使 u. 十 i iv 成 为 解 
析 函 数 的 调和 函数 v(t,y) 称 为 w(x,y) 的 共 志 调和 本 数 . 

u(x,y) 与 v(z,y) ， 必 满 足 


aa x 
ar a9y” 9y az 


即 解析 函数 的 虚 部 为 实 部 的 共 纯 调和 函数 但 反 过 来 股 不 是 
疑难 解析 


1. 试 解释 解析 函数 与 调和 函数 关系 . 
答 ”首先 ,调和 函数 wz,y) 是 实 二 元 函数 . 它 是 实 平面 上 的 
连续 函数 ,具有 二 阶 连续 偏 导数 , 且 满 足 拉 普 拉 斯 方程 . 
而 解析 函数 是 复 函 数 ,其 实 部 与 虚 部 都 是 调和 函数 , 且 其 虚 部 
是 实 部 的 共 二 调和 函数 ,者 满足 拉 普 拉 斯 方程 . 
109。 


由 于 解析 函数 的 任何 阶 导数 仍 是 解析 吸 数 ,因此 ,jz) 一 zx 十 
i 的 实 部 上 和 vw 的 任意 阶 偏 导数 仍 是 调和 冰 数 . 

2. 车 vv 是 的 调和 函数 , 问 : 是否 为 ”的 共 力 调和 函数 ? 

答 ”车 v 是 4 的 共 二 调和 消 数 , 则 ww 十 iw 构成 一 个 解析 函数 ， 
且 有 


az 2 dy ar 
但 要 u 是 v 的 共 罗 调 和 孙 数 , 则 vv 二 iu 要 构成 一 个 解析 了 晴 数 ， 
这 时 应 该 有 
WW WU NW 3 


az aa ar 
显然 ,两 者 是 不 可 能 同时 满足 的 . 因此 ,两 者 的 位 置 不 能 颠倒 . 

当 v 是 w 的 共 辐 调和 孙 数 时 ,从 满足 的 C-R 条 件 可 以 看 出 ;u 
的 共 斩 调 和 天 数 应 为 一 vo. 

如 工 一 十 2izy 是 一 个 解析 函数 ,所 以 2zy 是 xz! 十 y 的 共 
扳 调 和 函数 .但 2xy 十 i(zx? 一 yy) 却 不 是 解析 函数 ， 因为 不 满足 
C-R 条 件 , 所 以 z? 一 y: 不 是 2zy 的 共 扬 调和 函数 ， 2xy 十 if 一 

zx?) 是 解析 机 数 ,y? 一 x? 是 2xy 的 共 才 调和 函数 . 

3， 简 述 共 思 调 和 函数 的 几 种 求法 ， 

答 ” 求 共 思 调 和 函数 常用 以 下 四 种 方法 : 

(1) C- R 条 件 法 ( 偏 积分 法 ) 设 ur,y) 已 知 , 求 v(T，y). 因 


为 字 一 沁 ,所 以 
v= | 这 dy 二 g(r) 二 pr» y) 十 g(z) (gl(7z) 未 知 ). 


2 A , a ,vv. 
再 由 未 一 一 田 十 & (7) 一 一 地 ' 求 出 g'(z)=>g(r), 于 是 v 一 
PCZy) 十 gC(ZX)( 见 以 下 例 11(4),(5)). 
(2) 线 积 分 法 设 u(xz,y) 已 知 ; 求 v《(T,y), 则 
Cr»y) 次 » 
= (xzo'30)》 y+ ry? 


* 170。 


(zoyyo) 可 取 (0,0) 或 依 函 数 条 件 确定 ( 见 以 下 例 11(1),(2),(3)). 
(3) 凑 微 分 法 . 
(4) 不 定 积分 法 ”因为 ,大 wlz,y) 已 知 , 则 由 
f (2) = lv = Wo ly = v1;) 


得 f(z) = Uz). 
两 边 积 分 ,得 f(z) = If (z)dz. 


具体 用 哪 种 方法 ,要 根据 具体 问题 或 自己 习惯 来 决定 . 如 果 已 
知 vCz,y) ,要 求 出 ul(z,y), 方 法 是 类 似 的 . 

第 四 种 方法 要 将 4 一 jz 化 为 广 (z), 方 法 见 疑 难 解 析 4. 

4. 己 求 得 u(xz,y) 十 iv(z,y) ,如何 化 为 f(z)? 

答 常用 方法 有 以 下 三 种 ， : 


(1) 代入 法 将 x == EA 十 zy 一 广 ( 一 下 代入 xzyy) 


十 iv《zx,y), 化 为 z 的 函数 Fe 

(2) 次 微分 法 ”将 xz(zyy) 十 iv(z,y) 的 各 项 通过 分 解 ,拼凑 
成 了 十 iy 的 因 式 ,化 为 = 的 函数 f(z). 

《3) 归 过 法 设 w(lrz,y) 十 iv(x,y) 中 的 y= 二 0, 得 到 f(z)， 
再 与 成 z 的 哆 数 f(z)， 

三 种 方法 中 以 归 零 法 最 为 简便 易 行 .疑难 解析 3 中 广 (z) 的 确 
定 也 可 按 本 题 方法 进行 . 


方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 / 


本 节 可 能 出 现 的 问题 有 三 个 下, 一 是 验证 一 个 消 数 是 否 为 调和 
函数 ,这 可 通过 求 二 阶 偏 导数 来 解决 ;二 是 已 知 xz(Cz,y) 或 v(x,y)， 
求 v(T,y) 或 u(xz,y), 使 vC(rT,y) 为 zz y) 的 共 恩 调和 孙 数 , 求 共 
恩 调 和 函数 的 方法 已 在 疑难 解析 3 中 给 出 ;三 是 在 求 得 x(z,y) 和 
u(zyy) 后 , 写 出 f(z) 二 w 十 关于 z 的 表达 式 ,这 也 已 在 疑难 角 
析 4 中 给 出 . 因此 , 解 本 节 习 题 的 技巧 就 转变 为 积分 各 计算 的 技 
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巧 ,读者 应 该 是 熟悉 的 . 
例 1 验证 下 列 函 数 是 否 为 调和 图 数 : 
(1])z 一 2 一 6zy 一 3z 光 十 2 
(2)2 一 in(cz 十 交 ) 十 工 一 2y， 


解 〈]) 
WM 2 2 2 
二 = 3x 12xy 一 3y’，, 3y 6 工 6Zy 6y ， 
gu 9 和 
失主 所 广 和 所 以 是 调和 国 数 . 
gr _ Ry 
(2) 区 一 远 下 十 1， Wy 2 ， 
9 _ 2 一 Z) 9 2c 一 >) 
了 7 本 (zx? 十 y2)? 7” 3y: (zx? 十 y2)2? 


显然 ,满足 拉 普 拉 斯 方程 ,所 以 是 调和 函数 . 
例 2 在 下 列 各 对 盟 数 中 洛 是 否 为 zx 的 共 元 调和 函数 ? 


(DD)u= x, v=— y; 


(2) u = ercosy 十 1.7 一 ersliny 十 |. 


解 (1) 因为 下 一 1, 字 一 一 1 不 满足 CR 条 件 , 所 以 ”不 是 
x 的 共 绒 调和 函数 ， : : - / / / 
(2) 因为 党 = ecosy, 一 一 e’siny; 元 = esSiny， 一 


ercosy, 满足 C-R 条 件 , 所 以 7 是 * 的 共 辆 调 种 函数， 
例 3 设 v 是 的 共 轿 调和 函数 , 问 . 在 下 列 各 对 函数 中 ， 后 者 
是 否 为 前 者 的 蕉 恩 调 和 函数 ? 
(1) 4zxz 一 Bv, Bu Av. (4， B 为 常数 ); 
(2) 下 一 xm 
解 由 题 设 知 :xx 一 zyzy 一 一 v. 
“(1)} 设 P= Au 一 Bv,Q = Bu 十 Av, 则 
P,= Au,— Buv,, P, = Au,— Byv,, 
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QButAv, Q,= Bu,+ Av,, 
所 以 P,=Q,= Au— Bv,, P,=— Q,= Au,— Byv,, 
满足 C-R 条 件 . 即 Au 十 Av 是 Au 一 Bv 的 共 轧 调和 消 数 . 

(2) 设 P=w 一 Vv,Q 二 uv, 则 
P, = 2u * ur 一 2 ,= 2uuy 一 2Uv,, 
QQ, = uv uv ,= uv 二 uvy, 

所 以 P, 关 Q,,P, 关 一 Q; 不 满足 C-R 条 件 . 即 wo 不 是 zx 一 ”的 
共 恩 调和 函数 . 


例 4 ”确定 形 如 4 = /| 之 | 的 所 有 调和 函数 
解 令 : 一 二 , 则 :一 让 


= 70. 于 
us = f(t) 一 ， ws = GD) 站 十 刀 (GD 伟 ， 
2 


w, = f'() 二 ， uyy = f°" (1) 二. 
I bs 


由 拉 普 拉 斯 方程 知 

MD |¥ + 二 | +f() 侣 =0， 
即 PAFED HUF = 0 
| dj (1) ) /a , 
积分 Ff 一 了 dt (Lf = f°(1)), 
得 :| ff(0) | 
再 积分 ,得 fl) = Carctant 十 C,. 


故 , 形 如 4 一 /| 郑 | 的 调和 函数 为 
| w 一 Ciarctan 之 十 C,， 
C1,C; 为 任意 常数 . 四 
例 5 设 函数 (=) 在 区 域内 解析 , 问 : /D1 和 和 inl/ 


是 否 在 D 内 解析 ?是 否 为 D 内 的 调和 函数 ? 
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解 (1) 车 妈 十 只 天 0, 且 yz) = 二 Yw 十 v 解析 , 则 
1|f(z) |? = w? 十 v? 也 解析 . 由 C-R 条 件 , 得 


9(u 二 v) ,AX ov _ 
Ta 
9 二 0) Ne 90 _ 
3y -uy Ty 0 
,iM Wh 
NM Ba 2 ao 
4 dr 十 “3 0， w+v 0 ar 0 9y 09， 
Ne Dr dv pp / 
一 了 元 十 & 元 二 0， 元 一 yo 


于 是 , 知 f(z) 人 恒 为 常数 C. 
若 有 点 使 忆 十 v= 二 0, 即 w = 0,v = 二 0, 由 连续 性 和 若 C 一 0, 即 
f(z) = 0. 


又 由 
了 Vt FV 
oy 
[C0)? + CV)? 十 ktsr 十 Vor ll vw) Cuvs 十 vus)’ 
和 
+ Lt, )? 十 (v0,)’ 十 za 十 wj(z vi) (uu, +vw,) 


利用 xz 满足 C-R 条 件 , 县 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,整理 上 式 可 得 
ar’ 


9y (x? 十 v2) 
所 以 ,车 VY 如 十 立 在 DD 内 调和 , 当 w: 十 天 0 时 ,就 有 学 一 


= 0, 因 此 C-R 条 件 成 立 , 故 f(z) 三 


(2) 车 jn17cz)| 在 万 内 解析 , 则 复合 函数 exp[in1F(z) 上 ] 二 
|f(z)| 也 在 D 内 解析 ,由 题 (1) 知 ,f(z) 二 常数 . 
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已 知 ln|f(z)| = FIn(e 十 2) ,因此 
Fln| f(z)| 4 Fln| f(z)| 


ar dy” 
_ [Qe Cw) Ge vw) 2(uu; 十 vv )’ 
CE 十 也 3 [zz2 十 已 2 
上 (ee ?二 Cw) 二 vw) 2Cuu, + vv) 
(x? 十 ve)? GQ 二 wv) 
利用 与 v 满足 C-R 方程 , 易 知 
Ff Hn) 0, wt 


因此 ,在 刀 十 ww 了 关 0 处 ,in|f(z)| 是 调和 函数 . 

例 6 设 函 数 w(z,y) 是 DD 内 的 调和 隆 数 ,而 孙 数 2 二 g (8) == 
rT(§,7) 十 iy($,7) 是 G 内 的 解析 孙 数 . 设 $ 在 G 内 变化 时 ,其 数值 
= 二 g(¢) 位 于 域 也 中. 证 明 ,zx[z(6, 力 ,y(8,7)] 是 域 G 中 的 调和 
函数 . 

证 法 1 对 G 中 任意 点 (5,7) ,在 其 邻 域 中 z= g (2) 的 像 必 位 
于 zx 一 (zy) 的 邻 域 中 ,而 在 zx. 二 (zx,y) 邻 域 中 存在 解析 郴 数 
f(z) 一 2 y) 十 ip(zy). 显然 复合 枉 数 

fLg(t)] 一 ztzG 7 7)] 十 iotr( ,77 70 7) 
在 ($,7) 的 邻 域 中 解析 . 因此 xz[Lz(e， 7) ,ys 人 是 调和 小数 . 
证 法 2 直接 求证 .由 


a _aar ,hy 
EE aR ny 
‘Fu Fu Wa ,| Fu rr Pu Ny| yy 
但 | + 开朗 +| ay 下 1 yy IE 
MFr ,UF 
+ 雍 表 + 多 莹 ， 
Gu _ gu az 二 qu 将] 六 + [总 疾 十 强 光 | 史 
oy a 9yar mI 9y Wm dy WI Dm 
Fr Qu Fu 
tm mr 
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将 两 式 相 加 ,利用 z,y 是 调和 函数 , 均 满 足 拉 普 拉 斯 方程 , 且 zy 
之 间 叉 满足 C-R 方程 ,有 / 


eol=| 刘 +| 引 一 |[ 审 +| 齐 ， 


, F F 
必得 3 了 一 
故 xz 7 yG7)] 是 C 内 的 调和 函数 . 
例 7 江 明 :图 数 x = 天 一 和 泌 一 丈 十 丈 都 是 调和 函数 ， 但 
f(z) 二 4 -! iv 不 是 解析 函数 . 
证 ”由 于 
Ne Ou ou ou | 
x 2 2 一 3 一 2， 
PW Ty WO_ 一 2zy 
ar (zy)?’ oy (rT 二 yy 
Fv __ 2y 2 一 一 一 27 
Dr (x? 十 党 )2? ay’ (zx? 十 y2)2” 
， Fu Pu _ dv go 
所 以 Fi . 2 十 a 0 


故 z v 除 原点 外 在 全 平面 上 调和 . 


但 字 关 亏 2 不 满足 C-R 条 件 ， 所 以 f(z) 不 是 解析 函数 
例 8 正明 若 * 为 调和 函数 且 不 等 于 常数 ， 则 zx” 不 是 调和 函 


数 ， 

nr 、 ， 2 Fu 

Ae’ Ae F 

你 区 二 2 元 ， Ee | + 2u 2， 
一 了 (zx ) Ge Fu 
于 2| 六 Ty 

F (x) Fe) Be 1 De 1 Fu Fu 
故 a ty = 站 | 对 | 二 | 洒 十 尺 EE | 
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= 2| | 完 十 El | 产 0 

因为 “不 为 常数 ,所 以 时 和 对 不 同时 为 零 , 所 以 上 式 不 同时 为 零 
即 不 是 调和 哨 数 . 

例 9 证 明 ; 若 为 单 连通 域 B 内 的 调和 也 数 , 则 wu(z) 在 B 关 
于 实 轴 的 对 称 区 域 B 内 为 调和 函数 . 

证 因为 在 B 内 为 调和 函数 ， 所 以 必 有 f(z) 二 十 iv 为 
B 内 解析 消 数 . 由 第 二 章 第 一 节 例 16 知 

fz) = ux, ~ y) — iv(rx, — y) 

在 Bi 内 解析 , 故 u(z) = u(r, 一 y) 为 BB, 内 调和 函数 . 

例 10 求 形 如 ax’ 十 br?y 十 cry 十 dy 的 最 一 般 的 调和 画 
数 . 并 求 其 共 斩 调 和 函数 及 对 应 的 解析 函数 . 

解 〈]) 因为 x = ax’ 十 br?y 十 cxy? 十 dy, 所 以 


Fu = 6az 十 203y， 


去 一 = 6dy 十 2c7. 


F 
dy 
由 于 2 二 2 一 (bc 十 20z 十 (6d 十 20)y 一 

372 ay a c)Z 十 十 y 一 0， 
故 0 二 2 二 0 一 一 32， 

6d 十 2 = 0， 一 一 3d. 
即 ww 的 一 般 形 式 的 调和 函数 为 
W = ax’ — 3dr’y — 3azy’ + dy’, 


因为 ur = 3axi: — 6dxy 一 3cy2， 
uy 一 一 3dz — 6axy + 3dy’ 


所 以 f(z) = 3ar’ ~— 6dzxy— 3ay’ 二 (3dz’ 十 6azy — 3dy’)i, 
令 y 二 0, 得 (7z) = 3a7’ 十 3dz’i, 有 即 知 f(z) 二 3az? 十 3dzii， 
干 是。 f(z) = | Ga + 3di)zsdz = ax’ 十 idzs + C. 
例 11 已 知 U(XT,y) 有 下 列 形式 ; 求 其 共 印 调和 苯 数 ,并 写 出 
/(z) 的 形式 . 
。 77 。 


一 


(1)u=7z my 十 ry; (2) 2 = 去 十 一 一 一 一 ，j (1) = 0; 
(3) a = (XC y) (XT 二 47xy 二 yy); 

(4) 2 一 2(z 一 1)y，j/2) 一 一 1 

(5) z 一 三 ln(z: 十 六); (6)z 一 er -ysinzy， 1(0) 一 0. 


解 ”在 疑难 解析 中 ,我 们 已 指出 求 共 轿 调和 号 数 v(z,y) 和 
f(z) 各 有 几 种 方法 ,读者 可 选择 自己 习惯 的 方法 . 我 们 一 般 每 题 
只 给 给 出 一 种 解法 ， 供 读 者 参考 . 


(I)u= ry + zy ~ 2 一 一 2, 故 满足 拉 普 拉 斯 
方程 ,w 是 调和 函数 . 

因为 洒 一 2z 十 y 一 他 ,一 一 2y 十 + 一 一 荫 , 依 线 积分 法 ， 
有 


(ee a) ,A 
"一 | dz 十 edy 十 C 


(0.0) 


(Ty) 
二 | 一 《27 一 Z)dz 十 (2z 十 y)dy 十 CC 


= | (一 adz+| cz+yay+C 


一 三 十 了 十 27 人 


所 以 f(z) = 五 一 六 十 zy 十 i 一 于 十 车 十 22y 十 C|. 
邻 y 二 0; 上 式 化 为 z 


Am = 了 一 上 + 
代 回 z, 即 得 
f(z) = 必 一 i 和 十 iC， 
(2) WW 2zy du __ 6ry— 2y 


ar (rt yy dar (rt yy) 


Ou 太一 y Fu 一 6x’Yy 十 2 入 
Oy TY (Cx? 十 y2)2， ay? (x? 十 人 7 ? 


2 
本 一 0,z 为 调和 少数 ( 除 原点 外 ). 
用 线 积分 法 取 (xo, 30) 为 (1,0), 有 
2 一 | 一 Fd + Pdy+C 


(1,0) 


Tc 
-| dz — z| rsdy +C 
1 T | _ 7 
zx 1] 十 x: 二 yl|o zy 1 十 (人 . 
17 一 0 
所 以 f(z) = 二 二 于 ;+ i+C>C=0. 


令 y 二 0, 得 f(x) 二 [二 — 1|. 代 回 =, 故 有 
f(z2) -i| 记 一 2 
(3) w= 二 (Xx 一 y) (xz? 十 4xy 十 ) 是 全 平面 的 调和 函数 , 则 


hry 十 六 十 (x — y) (27r + 4y), 


一 一 (X: 十 4Ty 十 yy) 十 (一 y)(47x 十 2y)， 
(ry) 
所 以 一 | Crt dry+y) — (zr— dr+2y)]dz 
十 [Cz? 十 4zy 十 y) 十 (xz 一 y)(2z 十 4y)j]jdy 十 C 
一 | 一 3z:dz 十 | sz 十 6zy 一 3%)dy 十 C 
一 一 十 3zy 十 3zy 一 yy 十 C. 
于 是 f(z) = (z+—y) (z 十 4xy 十 y’) 
十 i1( 一 7X 十 37y 十 3Ty 一 yy 十 0)， 
今 y 二 0, 得 f(x) 二 十 区 一 Tz’ 十 CC), 代 回 >，* 故 有 
f(z)= 2 +1iC 一季). 
NW _ 多 
(4) 内 为 四 = 27 一 和 "由 C-R 条 件 , 有 


° li719。 


v= | jdy + px) = y 十 (zx), 


而 宁 = (7x). 


Ho ht 
~X. x 1 和 大) 


故 p(X) 一 |2a 一 ZX)dX 一 27 一 ZX 十 C,C 为 实 常 数 . 
于 是 v= 二 yy 一 ZT 十 2z 十 CC. 
f/f(2)= ~—i 
/f(z2)=2(rC— 1y++i(y 一 zx 二 27 十 C) 二 C= 二 一 ]. 
今 y 二 0, 得 fr) =i(— x 二 2x 十 0),， 
所 以 /f(z2)=1(—z:+T 22 1)=— 1i(z Co 1). 
多 
(5) 天 = 去 二 二 ,由 C-R 条件， ,有 


v 二 | 二 十 PCZ) = arctan 一 十 PCZ) ， 


wo -一 
故 ar ~ zx? ; 十 g (CZ)， 
a x 一 一 >》 
~ / Ax 9y Ty 
所 以 G (1) = 0， HX) 二 CC 为 实 常 数 . 
于 是 i v 一 arctan 一 十 C. 
f(z) = Fln(r’ 十 并) 十 | arctan > 十 Cl. 
令 y 二 0, 得 f(z) = Inz 十 iC， 
故 有 f(z2) = lnz + iC=>/f(z) = Lnz 十 iC. 
(6) u, = 2zer -7 sin2zy 十 2er -> ycCOSZZY， 
ty 一 一 2yer -ysin2zy 十 2ze -”cos2zy。 
由 导数 公式 ,有 


广 (z) = 27e” -7 sin2zy 十 2yer -ycos2zy 1 
一 二 一 2yer -ysin2zy 十 2xe” -> cos2zy. 
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今 y= 二 0, 得 户 (z) 一 一 2ixre’, 


所 以 f'(z) 一 一 2izez> ， 
于 是 /cz) = |f (de = | 一 2izerdz= 一 ie 十 C 
由 f(0) = 0 一 C = i, 
即 有 f(z) =i(l 一 er ). 
例 12 已 知 v(z,y) 的 下 列 形式 , 求 u(zx,y) 与 解析 函数 
f(z). 


(1) 一 一 2sin2xsh2y 十 y, f (0) = 2; 
(2) v= e'(ycosy 十 zsiny) 十 工 十 y; 
(3) v= 2cosrchy— xz: 二 yy, 1(0) 一 2; 


(4) v = arctan 二 ， 工 之 0. 


Ov du ， 
解 1) 元 三 一 4cos2zch2y, 3 一 一 4sin2zch2y 十 1, 故 
dv .OU . ， 
广 (z) 一 ay 十 1 元 一 一 4Sin2zch2y 十 1 一 4icos2zch2y 


一 一 4sin2zcosi2y 一 4cos2zsini2y 十 1 
一 一 4sin(2T 十 12y) 十 1 三 一 4sin2z 十 1. 
所 以 f(z) = |f (z)dz = 2cos2z 十 = 十 C. 


将 F0) 二 2 代 和 人 ,得 
2cos0 十 0 十 C= 2=>C = 0, 


即 有 f(z) = 2cos2z 十 z. 
Ey 
(2) 于 = er(cosy 一 ysiny 十 zcosy) 十 1 二 元 ， 


故 2 一 | Sd = [eceosy 一 ysiny 十 zcosy + 1) ldzx 
= ex(Zcosy 一 ysiny) 十 工 十 g(y). - 


求 一 可 = er(Zsiny 十 ycosy 十 siny) 一 ECy)， 
而 了 一 ex(zslny 十 ycosy 十 stny) 十 1—>g (y) 一 一 1. 
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所 以 gl(y) = 一 y 十 C, w=e’(zxcosy— ysiny) 十 XTX 一 y 十 C， 
f(z)=u+iv=e (rcosy— ysiny)+-+ xXx—y+C 
十 ile*(ycosy 十 Tsiny) 十 工 十 yj]. 


令 y 二 0, 得 f(xX) 一 ez 十 工 十 CC 十 1z， 
代 回 z, 即 得 f(z) 二 ze* 十 z 十 i 十 C. 
oo ] 一 一 - 二 一- 一 
(3) 元 一 2sinzchy 一 2z 一 了， 


故 二 | czsinzchy 十 27X)dy = 2sinzxshy + 2xy + pg (7)., 


Ou ， 和 ， 
而 = 2cosxzshy 十 2y 十 gf (zl) = gy 一 2coszshy 十 2y， 


则 g' (rx) = 0, g(t) 一 cu 一 2sinzshy 十 2zy 十 C， 
f(z) 一 2sinzshy 十 2Xy 十 C+ i(2cosxchy 一 XZ? 十 yy2)， 
令 光一 0 ,得 
， /(0)=2 
f(x) 一 102cosz 一 ZX) 十 CC 一 2 一 2i， 
于 是 /f(z) 一 iC2cosz 一 zz 一 2) 十 2. 


Z2 十 入 
de y y 


Ov 
一 ! l 一 一 一 一 二 
Wy Hy SY) ar zx 二 yy 


故 x 二 | az = | ~ dz 一 三 ln(z: 十 多 ) 十 g(y). 
而 


则 gCy) =0, gy) = C=>u— 3In(z+y)+C, . 


于 是 f(z) = Fln(z? 十 y) 十 C 十 iarctan 之 
令 y 二 0, 得 太 z) 三 jnz 十 C 十 i0， 
所 以 f(z) = lnz 十 C. 


例 13 按 下 列 函 数 形式 ,求解 析 函 数 f(z). 
(1) 7 二 了 2 一 (一 7) 十 4zy 十 祖 ) 一 2(z 十 yj 
《2) 2 一 忆 一 开 一 六 一 2zy。 


解 (1) 因为 f(z) =u 十 iv,v 是 u 的 共 胃 调 和 函数 ,所 以 先 
。 ]82。 


求 出 tsU 的 一 阶 仿 导数 . 
(x 二 如) — Lr 十 习 : 一 区 十 4Xy 二 yy 十 《2 十 4y) (x — y) —2， 


一 (zZ 十 4zy 十 入) 十 (zx 一 y)(4z 十 2y) 一 2， 
而 由 C-KR 条 件 ,zz 十 Ur 一 了 人 一 2 将 两 式 相 加 ,得 
一 bxY, 


,一 3z 一 3 一 2， 


v 二 Jaz 十 g(y) 一 |szydz 二 gC(y) 一 3z2y 十 g(Cy). 
一 -一 3y 一 2， 


(z 十 v0)y 一 2 二 vy 


故 
由 二 = 3 二 g(y) = 37 — 3y — 2—>pg'(y) 


于 是 gg(y)=—y 一 27 十 C 一 一 37237 一 外 一 27 十 C， 
& 一 (2& 一 有 ) 一 了 一 太一 3z 光 一 2z 一 全 ， 
zz) 一己 一 37 交 一 27 一 CC 十 13zy 一 妈 一 2y 十 C)， 
f(x)=zxi— 2rz—C+icd, 


令 y 二 0, 得 


所 以 f(z) 一 z3 一 2z 十 CC 一 1). 


~ 


C-R 


C- 
(2) (UC— UU) = Ur ~ vr = 27 一 23 uz 十 zy， 
《z& 一 站) = Uy 一 站 一 一 23 一 27 一 一 1 一 Us 


Uy 一 一 2y tr 一 27， 


解 方程 ,得 

于 是 xw =- | 2ydy + g(x) =— y+ g(r). 

又 由 =g(z)=2r—>g(z)=zxi+C 
—>u 一 一 yy 十 zx? 十 CC， 


v=u— (v= — yc (ry— ry) 


故 
一 2zy 十 CC， 
所 以 f(z)=x—y 二 C+i(2xry 十 C). 
令 y = 二 0, 得 f(z)=z:++C+ic, 
f(z)=z:+ Cd+i). 
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例 14 由 下 列 条 件 , 求 解析 函数 f(z) ==w 十 iv. | 
(1) w= (7T? 一 yy)/(z? 十 yy),D 为 去 原点 的 复 平 面 ，; 


(2) v= In(z 十 六 ) 一 Zz! 十 ,DD 为 去 正 实 轴 的 复 平面 
解 因为 z 二 地 (2 十 2)， y 一 市 Cz 一 习 , 所 以 
25 一 3[Lf 2) 十 f(z)],»v = 二 [fC2) 二 f(z)]. 


[z+ 2)/2J Co— [Cz — 2)/2i 


(zz)’ 


~ 12(z)+z|_1fl1, 1 
4 (zz)’ es 


所 以 f(z)= 二 二 十 C. 


(1) 2 = 


所 以 f(z) = 2iln|z| — iz’. 四 
例 15 已 知 v(Cz,y) 一 YV 一 工 十 YVz 一 好 ,求解 析 函 数 

f (z) 一 1 十 jiv. 
解 ”利用 极 坐标 形式 求解 . 将 wCz,y) 化 为 


AZ 3y) = Y 一 rcosl 十 > 一 V2rsinz00/2) 一 2rsin 5， : 


广 [4iln|z| 一 ix 二 (z)?]， 


则 v = V1/(2r)sin 5， ve 一 Vr/2cos 全 
由 C-R 条 件 的 极 坐标 形式 ( 见 第 二 章 第 一 节 例 19) 得 
A 1] qo 


一 本 1/(2r)cos ， 
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ou Ov .0 
BD r/2sin 7 


于 是 dz = Wd 十 4 


~ dd 一 COS dv 27 十 W 2rdcos 5 


0 
一 | Dr COSs | ， 


有 w= Brcos 十 C= TX 十 YX 二 y+C. 


27COS 十 CC 十 1 sin 5 


cos +isinj+ C= V2z 十 C. 


A f(z) 
V 节 


* 185。 


第 四 章 级 数 


本 章 除了 理解 复数 项 和 复 变 函数 项 级 数 的 基本 概念 和 性 质 
外 , 重点 是 认识 复 变 函 数 项 级 数 中 的 震级 数 与 洛 朗 级 数 的 运算 与 
敛 散 性 ,掌握 将 解析 函数 展开 成 宪 级 数 和 洛 朗 级 数 的 方法 . 


主要 内 容 


1. 若 w 二 a 十 6 (a,sb; 为 实数 )， 则 数列 {a.} (2 = 1,2， 
…) 称 为 一 个 复数 列 . 

设 x“=a 十 过 为 一 确定 的 复数 ,如 果 对 于 任 给 的 es > 0, 存 在 
N(e) 二 0, 使 当 n 二 入 时 ,有 不 等 式 |a, 一 a| 二 e 成 立 , 则 称 a 为 
复数 列 {a,} 当 n 一 co 时 的 极限 , 记 作 

lima, 二 a 或 a 一 a, nn 一 oo. 
也 称 复数 列 {a,} 收敛 于 a. 

2， 复数 列 {@,} (2 == 1,2,…) 收敛 于 a 的 充分 必要 条 件 是 

mo 

3. 设 {a) = 二 {a 十) 《一 1,2,…) 为 一 复数 列 , 则 和 式 


(ty 


= 二 十 十 十 … 


A# 二 ] 


称 为 无 穷 级 数 . 前 nn 项 的 和 5 = 二 a 十 @; 十 … 十 a 称 为 级 数 的 部 
分 和 . 
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如 果 部 分 和 数列 {S,) 收敛, 称 级 数 > 收敛 ,limS, = S 称 为 
级 数 的 和 . 

4. 级 数 >)a, 收 化 的 充分 必要 条 件 是 级 数 > 和 级 数 26 
i 2 2 


复数 项 级 数 >)o, 收 化 的 必要 条 件 是 lime, 一 0 

s， 如 果 级 数 >1.| 收敛 ， 则 > 也 收敛 , 且 不 等 式 
> |< le 成立 

如 果 级 数 ) |e. | 收 敏 , 则 称 级 数 > ,为 绝对 收 伍 . 非 绝对 收 


全 的 收敛 级 数 称 为 条 件 收敛 级 数 ， 


疑难 解析 


1 已 知 着 Ze. 与 >B, 都 收 化 , 则 7, 一 (ou 士 B.) 收 
笋 . 若 > .与 > 8. 都 发 散 , 则 > 7, 一 (a, 士 B.) 也 发 散 罗 ? 
人 名 ”各 
如 >)“ = 2 二 +i 直 和 2p.= 一 十 十 i 贞 ,因为 2 二 和 
2 | 一 十 | 发散, 去 收 全 ,所 以 > a 和 了)p, 都 发 散 但 是 
Sy, + B.) = > 和 收敛 ,> Ca — 8) 一 > < 发 散 . 
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而 >)m >)B, = > 一 > 一 | 雯 十 六] 却 收 人 

2. 求 无 穷 级 数 的 和 与 求 序列 的 极限 之 间 有 什么 联系 ? 

答 ”复数 项 级 数 和 的 定义 与 实数 项 级 数 和 的 定义 几乎 一 样 ， 
都 是 由 级 数 前 项 的 和 (部 分 和 ) 当 n 一 co 时 的 极限 确定 . 即 如 果 


复数 项 级 数 >)a, 的 部 分 和 序列 {S,) 当 n -> co 时 极限 存在 ,lims， 


一 的 值 就 是 级 数 的 和 . 
因此 求 复数 项 级 数 的 和 是 与 求 序列 极限 有 着 紧密 联系 的 . 
3. 什么 样 的 级 数 具 有 项 的 可 结合 性 与 可 交换 性 ? 
答 ”复数 项 级 数 与 实数 项 级 数 有 着 紧密 的 联系 ,一 般 地 ,对 
一 个 复数 项 级 数 的 讨论 可 以 归结 为 对 两 个 实数 项 级 数 的 讨论 . 由 
实 数 项 级 数 我 们 知道 : 一 般 的 复数 项 级 数 不 具 有 项 的 可 结 合 性 与 
可 交换 性 . 


如 DJ 一 i 一 1 一 i 十 1 十 i 一 … 是 发 数 的 ,但 加 括号 后 ， 
(一 i 一 1 十 i 一 也 十 (一 i 一 1 十 i 一 1) 十 … 是 收敛 的 ,因此 ,项 
的 结合 改变 了 级 数 的 敛 散 性 . 


| 当 且 仅 当 > 收敛 时 ， 级 数 的 项 有 可 结合 性 仅 当 >o， 为 绝 
对 收 敏 时 ,级 数 的 项 有 可 交换 性 且 不 改变 其 和 


定理 1 车 级 数 了 a。 绝对 收敛 , 则 任意 重 排 其 各 项 的 次 序 所 
得 到 的 级 数 4 也 绝对 收敛 ,是 其 和 不 变 . 
定理 2 着 级 数 4 = >), = 8 都 绝对 收敛 , 则 其 柯 西 


乘积 27 = Pap, 二 asp, -1 十 … .十 ap) 也 绝对 收 全 目 立 7 


= 8. 
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方法 、 扩 五 与 典型 例题 分 析 


本 方 讨论 的 是 复数 列 、 复 级 数 的 敛 散 性 和 复 级 数 的 绝对 收敛 、 
条 件 收敛 等 问题 . 

复数 列 的 全 散 性 可 以 由 两 个 实数 列 的 敛 散 性 确定 , 复 级 数 的 
伍 散 性 可 以 由 两 个 实 级 数 的 敛 散 性 确定 . 因此 ,高 等 数学 课程 中 关 
于 实 级 数 判 化 的 方法 与 技巧 都 可 以 应 用 . 


要 注意 的 是 ,> |， | 中 的 |a| 不 再 是 实数 项 级 数 中 的 绝对 


值 ,而 是 复数 w 的 模 , 同 时 与 4,6, 有 关 , 不 要 认为 |a.| 与 ja | 
15.| 有 关 . 

例 1 六 别 下 列 数 列 是 否 收 全 ?如 果 有 极限 末 出 它们 的 
限 . | 

(1) a, = 二 (2) w = 
1 十 也 
] 一 71 


记 生 和 十 [1 十 走 | ; . 
(3) a, = (4) a -+ 下 


1 He 
位 -一 nv (6) A, 一 (《 1)" | 1 


解 先 分 解 w 一 0。 二 的, 然后 分 别 考察 a 和 6b 的 极限 ,再 确 
定数 列 {o,} 的 敛 散 性 . 


(1) -| ein 


{3.2" 


— 一 ] l 1 一 172 
下 |] 二 去 十 i 直方 | 收敛 于 1 十 ie 
1 十 mi _ 1 一 于 ,2n 
‘3) Imi 1 1 
一 ?2 ， 2n 加 
lim 1 一 一 lm 9， 
故 全 二 所 | 收 全 于 一 1 
(4) [1 十 二 一 | Ceos0 + ising) | 
2 | ，， 
一 | -三 《cosnlO 一 lslnzalO) ， 


1 
0 = arctan —. 
2 


2 各 彼 
lim| 二 cosng 一 0， lim| -三 | (一 SInzlV) = 0， 
ut) wars 
了 —inx/2 _. 1 nN _ nn 
(5) Ee 一 | cos 2 isin 了 |， 
lim ne lim 记 [ 一 sin 讼 一 0， 
天 = 1 2 RH- oO 


故 (je | 收 伍 于 零 . 


(6) lim( 一 1)” 不 存在 ，. lim 1 _ 


上 oO ni+l1 
[~ 1)" 十 二 十 了 | 发散 
例 2 证明. 
0， la| < 1， 
. OO， la| 守 1， 
lmo = 
NH-* oo ] ， 一]， 


个 存在 ， la| 二 1,a 关 1. 
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0， 


证 令 a 一 re 一 r(cos0 十 isin0), 于是: 
(1) lz| 二 1 时 ,rr 过 1. 
0 过 | 四 | reosn0| 十 lisinnb|) < 2r, 
因为 mr" 二 0, 所 以 由 夹 遥 定理 ,有 
"0 
(2) |a| 汪 1 时 ,7 之 1, 则 


因为 cosn9 与 sinn6 不 同时 为 零 ,所 以 


lima” = oo., 


NR 


(3) wa 一 1 时 ,ea 一 cos0 十 isin0yo 一 cos0 一 1. 所 以 

lima’ = 1. : 

(4) la| = 1,a 关 1; 则 a = cos0 十 isin06， a' 二 cosnb6 十 
isinnb. 因为 lim(cosn0) 5 lim (sinnO) 均 不 存在 ;所 以 ; Lima” 不 存 
在 . : : 

例 3 设 复数 zi,z,,…,z,,… 全 部 在 半 平 面 Re(z) 之 0 上 , 且 


级 数 》\z, 和 \z 都 收 化 ,证明 :级 数 了 1z,1 也 收 化 


证 设 z 一 芭 十 iy,, 则 由 zs 和 了 》) 台 收 伊 , 知 了 >z， 


二 = 1 


oD 


访 yr 访 T， 之 /如 收 敛 , 故 级 数 之 (2 一 另 ) 和 之 /zy 收敛 


| Mn | 


Sz 是 实数 项 级 数 (知之 0, 由 Re(z) 之 0, 所 以 > > 为 正 项 级 


n= 


数 . 由 高 等 数学 知 limz, = 0, 而 limzx? 一 0. 故 当 n 充分 大 时 ,zx? < 


Tay 所 以 > 收 仿 )， 由 于 
并 一 】 


Iz.| =z 二 y= 2x! Co— (ri — yi), 
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而 >)2z? 和 >)(z? 一 9) 都 收 伍 ,因此 之 ;|z.| 收敛 


例 4 判断 下 列 级 数 是 否 收 伍 : 
(1) 1 十 i 十 六 十 放 十 呈 十 了 十 


(2) 5 一 与 十 所 上 和 3 > 工 G +iz+D)， 


天 一】 


解 将 级 数 化 为 > = Dy 二 15.6,, 由 两 个 实 级 数 的 合 


二 1 


散 性 ,确定 级 数 3)e。 的 纹 散 性 . 


n== 1 


CD 1 十 i 二 这 十 十 训 十 二 1 十 i 一 1 一 i 十 …， 


因为 (一 1)" 发 散 ,所 以 了 a, 一 D+ 十 i ( 一 1)" 发 散 . 


. 《5i) (51) | 53 55 
(2) 4 
S52 l 
en 
为 2 re OR _ 收 化， ,所 以 训 收敛 . 
(3) 因为 “ 
站 十 i 工 (一 o]- > 十 i 1)" 二 . 
tc 收敛 ,但 > 土 发 散 ,所 以 Da 发 散 
例 5 若 |arga.| 之 了 一 人 (3 > 0) ,证 明 ， 2 3 
的 化 散 性 相同 C0, - = a, 十 ib,). 
证 ”因为 
la CQ， a, CQ ， 


| cos (arga, ) < cos(r/2 一 8) sind’ 
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所 以 , 当 > ,ao 收 敏 时 ，> ,1a 必 收敛 ; 当 之 ， |a, | 发 散 时 ， 之 ,o, 必 


发 散 . 即 |w| 与 > 的 伍 散 性 相同 . 
俩 | 6 设 limz,, = a,limz,, i 二 a ,证 明 ;limz， 一 Qa. 
解 对 任意 e>0, 存 在 人 0, 当 2 盖 N 时 ,有 [zz 一 Ga 
< E， 同时 存在 和 人， 盖 0, 当 7 盖 八 ， 时 ,有 | =2z+1 一 Q| << es 所 以 , 取 
N 二 max{(Ni,N:)}, 则 当 这 NN 时 ,对 zz 和 zo 都 有 
[zx 一 QQ < E. 


故 limz, = a. 
例 7 判别 下 列 级 数 是 否 收敛 ， 是 否 绝对 收敛 
2 (9 St, @) 二， 
4) 下 ; 《5) 9 DB eo C6) t+ 
SL i 1 1 
> i . | 
/ 1 1 1 . 1 ，1 
= | 一 却 十 二 一 言 十 当 古诗 一 到 十 二 一 … ， 


而 > (一 1)" 充 收 化 ,>》)( 一 1)"! 5 一 5 也 收敛 . 所 以 原 级 数 
收敛 ,是 条 件 收敛 . | 

GD) > |S- > 全 ,由 正 项 级 数 的 达 朗 贝尔 比值 法 
知 ，, > 所 收 化 ,所 以 原 数 绝对 收 得。 


(3) > 
# 三 ] 


eo 


I - 立 让 ,由 此 加 法 知 ,因为 工 >- 工 ， 


1 一 1 
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所 以 级 数 不 绝 对 收敛 
当 n 一 2k 时 ， a ,是 收敛 的 ; 当 n 二 2k 十 1 


(4) 二 | + ge 
由 不消 中 蕊 要 条 件 册 卫 
(5) 因为 


> 5 > 二 一 二 > |) + > 去 | ， 


n= 人 0 


其 中 | 号 发 艇 ,| 去 】 收 策 ,所 以 级 数 发 艇 
(6) | 于 > -三 , 由 柯 西 根 值 法 ,级 数 收 
化 ,所 以 原 级 数 绝对 收敛 


tt _e (& 为 有 限 复数 ). 


证 设 a,= a， 十 记 ,一 CC 十 记 , 则 a， > a,b,—b. 由 实数 域 
中 的 同一 极限 ( 柯 西 定 理 ), 有 


lim (a 十 az 十，… 十 a,) 一 4， 
lim 二 ( 十 bi 十 … 十 妈 ) 一 6 
所 以 im 二 (aa 十 四 十 …… 十 o) 一 人 
例 9 证 明 柯 西 不 等 式 
| > ai < lal ” SA 
kanl hl ke=] 


成 立 ;其 中 ar sbilk 一 1 ,2 ，… ,7) 为 复数 . 
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证 ”有 二 次 三 项 式 判 别 式 的 方法 来 证 . 令 
4 一 2 lel, 已 一 之 /| 名 | C = | jb 


有 六 (|arlz 十 12 
一 1 


rn 


= Salz’ + 2labilz + 6)’) 


k=1 


bd 


nn 


= (Zlal’)r + 2 ablz t+ Dbl 0, 
n=1 n=1 


k== 1 


即 二 次 三 项 式 4z 十 2Dzr 十 B 之 0. 


由 不 等 式 性 质 知 DD = > ai 之 CC 之 0,y 二 AX’ 十 2Dz 十 


B 给 出 其 抛物 线 位 于 xz 轴 上 方 ,至 多 与 z 轴 有 一 个 交点 . 因此 , 判 
别 式 / | z 

(2D)°* — 4AB < 0=>D’: 之 AB 
成 立 , 故 CC? 二 4B. 命题 得 证 . 


第 二 节 寡 级 数 


主要 内 容 


1. 设 (/.(z)} (一 1,2,…) 是 一 复 变 函数 序列 , 放 (z) 在 万 内 
有 定义 , 则 表达 式 
DN) = fl2) 4 flz) + fe) + 
称 为 复 变 函 数 项 级 数 ; 
S, 《> 之) 一 f1(z) 十 f,(z) 十 机 十 三 (>z) 
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称 为 复 变 函 数 项 级 数 > f(z) 的 部 分 和 . 


对 于 zo。E€ DD, 若 limf, (zo) 二 5S(zo) 存在 , 称 级 数 >> f(z) 在 
nr OO n=1 


收 伍 ,S (zo) 为 它 的 和 . 若 级 数 在 D 内 处 处 收敛 , 则 其 和 是 DD 内 的 
一 个 和 函数 
SCz) = f1(z) 二 + f(z) 十 … 十 f(z) 十 … 


SAC: 一 Z0)” 一 co 十 cil(z 一 2z0) 十 cr(z CO— zo0)’ 
十 … 十 cz 一 Zoo) 十 …… 


或 Sz 二 co 十 Cz 十 coz* 十 司 十 crz"” 十 和。 
称 为 复 变 大 级 数 , 简 称 桥 级 数 ， 


2. 阿 贝 尔 (Abel) 定理 


如 果 级 数 > csz” 在 z= 二 z。 (zo 天 0) 收敛 , 则 对 满足 |z| < 


zol 的 z, 级 数 必 绝对 收 化 . 如 果 在 = = zx。 级 数 发 散 , 则 对 满足 |z| 
”> |zo| 的 =, 级 数 必 发 散 . 
一 个 者 级 数 的 收敛 情况 ,可 分 为 : 

(1) 在 全 平面 处 处 收敛 ; 

(2) 仅 在 原点 z = 0 收敛， 

(3) 在 以 原点 为 中 心 的 例 周 Cx 内 ,级 数 绝对 收敛 ;在 Cx 外 ,级 
数 发 散 . Cx 称 为 收敛 圆 ,Cx 的 半径 称 为 收 伍 半 径 . 

收敛 圆周 上 级 数 的 钱 散 性 ,根据 具体 情况 分 析 确 定 . 

3. 收敛 半径 的 求法 


吞 级 数 > ,csz" 的 收敛 半径 ,有 以 下 三 种 求法 : 


(1) 比值 法 如 果 lim | -2 
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(2) 根 值 法 。 如果 lim V |c,| 一 天 0, 则 收敛 半径 尺 一 三. 
“(3) 柯 西 - 哈达 玛 (Cauchy-Hadamard) 法 如 果 lim y Ic, | 


二 4, 则 收 全 半 和 全 二 一 im 称 xn> oo 时 的 上 极限 . 


夺 K 二 0, 则 RK = 二 oo, 著 妈 二 十 co, 则 RR 二 0. 
4. 震级 数 的 运算 性 质 


(1) 设 FGz) = > az 及 一 六 8(z) = > ,6b,z",R 一, 则 
并 二 站 7 一 0 
1(z) 士 g(z) = aw tt >bz = > (as 十 名)，|z| <R, 
中 一心 n= 人 Q 用 一 站 
f(z)g(z) = > jarz” * > ba" 
n= 必 为 二 人心 


= > (abo + aid 二 +… 十 aob,), |z| 过 R. 


n= 0 


其 中 ,R = min(ri,r,). 


(2) 如 果 当 |z| 之 r 时 ,f(z) = > asz"; 又 在 |z| 过 RR 时 ,g(z) 


闪 一 站 


解析 且 满 足 |jg(z) | 二 7, 则 当 |z| 二 R 时 ,有 


ALg(z)] = >“ [sg(Cz)] 


这 个 代 换 运算 ， 相当 于 高 等 数学 中 的 复合 过 程 ， 是 将 函数 展开 
成 医 级 数 的 一 个 有 效 方法 . 


5. 设 知 级 数 > ,cv(z 一 zo)" 的 收 伍 半径 为 R, 则 


(1) 等 级 数 的 和 函数 F(z) 二 Sc.(z 一 a)" 是 收 伊 圈 |z 一 a 
二 RR 内 的 解析 函数 


(2) 和 函数 f(z) 一 >)c,(z 一 a)" 在 收敛 加 内 逐 项 可 导 , 即 
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Cr 


广 (z) = > ncn (2 — a)”" ， 


划一] 


(3) 和 冰 数 f(z) 一 SVe,(z 一 a)" 在 收敛 圆 内 逐 项 可 积 , 即 
| f(z)de 一 pK — a)dz, CE |z 一 4 二 民 ， 


或 | fat 一 > 7 一 4) 1 


疑难 解析 


1. 阿 贝尔 定理 的 意义 是 什么 ? 
答 ” 阿 贝尔 定理 又 称 为 宕 级 数 敏 散 性 定理 , 它 将 讨论 宕 级 数 
的 敛 散 性 问题 归结 为 讨论 一 个 点 的 级 数 的 敛 散 性 问题 . 即 : 若 级 数 


See 在 点 mm 收 伍 , 则 在 一 切 满足 |z| 二 |z。| 的 点 z 收 伍 ; 若 
> Ye 在 点 am, 发散, 则 在 一 切 满 足 |*| > |z。| 的 点 = 发 艇 . 从 而 指 


出 ， 对 一 个 徐 级 数 > ee"， ; 必 和 存在 一 正 数 R， 使 在 |z| 过 R 内 级 数 


收敛 ,在 |z| 之 尺 内 ,级 数 发 散 . 因而 给 我 们 讨论 矫 级 数 的 性 质 提 
供 了 很 大 便利 ， 特别 是 对 等 级 数 及 其 导出 级 数 伍 散 性 的 确定 有 重 
要 的 意义 . 

2、 怎 样 确 定 医 级 数 在 收效 圆周 上 的 和 钱 散 性 ? 

答 “和 硕 级 数 在 收 和 敛 圆周 上 的 敛 散 性 有 三 种 情形 . 一 是 在 收敛 
圆周 上 都 发 散 , 二 是 在 收敛 圆周 上 都 收敛 ,三 是 在 收敛 圆 周 上 某 些 
点 收敛 ,在 某 些 点 发 散 . 

因此 ,要 根据 区 级 数 的 具体 情况 ,对 = 的 值 利用 复数 项 级 数 的 
敛 散人 性 判别 法 讨论 . 
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例如 ,震级 数 >)"，>) 全，》) 和 的 收敛 半径 都 是 1. 但 是 


>,* 因为 "天 0, 所 以 在 收 合 贺 周 上 处 处 发 散 ; > 于 在 > 一 1 点 


之 
nz? 


不 收敛 ,在 其 余 点 都 收 伊 ; D5 ;因为 有 


收 敏 圆周 上 处 处 收 伍 . 

3. 怎样 实行 各 级 数 的 代 换 ( 复 合 ) 运算 ? 

答 。” 其 原则 方法 是 :根据 问题 要 求 ,对 晴 数 变形 使 原来 函数 
f(z) 中 ,出 现 需 要 的 因 式 g(z) ,得 到 f[Lg(z)j, 然 后 进行 运算 . 


= > 点 ,所 以 在 


L 1 ,1 
4 一 3z 1 一 3 1 一 3tz 一 (1 十 1 人 (一 3) 


再 按 了 二 的 展开 式 展开 ,得 
2 一 d+ 
: | i (1 — 31)”™™ | 
4、 震级 数 .a.(z 一 2)" 能 否 在 z 二 0 收 化 而 在 z 二 3 发 散 ? 


答 不能. 因为 y va 人 z 一 2)" 的 收敛 圆 中 心 为 z = 2, 若 在 z 
-0 收 敏 , 则 收 敏 半径 尺 322. 这 时 ,z 一 3 在 收 化 域内 . 所 以 
Sa,lz 一 2)" 不 可 能 在 z = 3 发 散 . 

5. 有 了 根 值 法 ,为 什么 还 要 柯 西 - 哈达 玛 法 ? 


答 因为 对 于 某 些 矫 级 数 > Yc,z” ,lim V lc, | 可 能 不 存在 ,这 


时 Tim V |c,| 车 存在 , 则 可 确定 Se 的 敛 散 性 . 
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例如 ,对 于 > [2 十 (一 1)" 了 z", 由 根 值 法 可 知 lim V |c.| 不 存 
在 ,无 法 确定 其 敛 散 性 .但 是 HmVlc| 一 3, 所 以 可 以 确定 
> [2 十 (一 1)"]z” 的 收 伍 半径 R = 3 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 主 要 讨论 震级 数 的 收敛 半径 ,收敛 域 及 和 函数 ,因此 要 求 
熟练 掌握 求 收敛 半径 的 三 种 方法 . 收敛 圆 上 点 的 敛 散 性 要 用 实数 
项 级 数 与 复数 项 级 数 敛 散 性 来 确定 ,以 前 学 过 的 方法 与 技巧 都 可 
以 应 用 . 对 和 函数 的 求 得 ， 要 依靠 等 级 数 的 运算 和 性 质 的 灵活 运用 
来 进行 . 

一 、 畦 级 数 伍 散 性 的 讨论 

例 1 设 蚕 级 数 之 ,az 的 系数 单调 减少 并 趋向 于 零 , 证 明 : 

(1) 释 级 数 收 敏 半生 玉 之 1 

(2) 车 RR 二 1, 则 除 z= 二 1 外 ， 级 数 在 收敛 圆周 上 处 处 收 化 

”证 (1 因为 lima. = 0, 所 以 当 z > N 时 ,有 |a| 六 I 故 wp 


= [mV iar| 过 1, 收 敏 半径 及 之 1 
“(2): 车 尺 二 15 可 令 z 二 = cos0 十 isin6. 当 6 关 0 :(z 天 1]1) 
时 ,有 


Sa = Sa. (cosn0 十 lisinnd)。 
n==0 n=0 
而 ] > cosk0 | - | sin 
是 mm 


<1/ 


1i, . 0: ， 0 
十 六 9g— sinG |]/2sinn | 


sin 2 | 
2 $ 


* ZO00 + 


nn 十 二 jo]/2sin § <1/|s 


sin | 


] ysinkb| = 


由 犹 利 赫 利 判别 法 ,两 级 数 Sacosnb 和 > ,ansinzgb 收 伍 ,级 数 


| cos 5 COS 


Da 收 演 . 
而 当 9 = 0 时 ， 如 盖 ) 三 - 发 散 ， De ; 收 化 


例 2 讨 i 等 级 数 > (2 ”一 二 ) 的 敛 散 性 及 一 致 收敛 性 区 
域 . 

解 因为 部 分 和 了 (cr 一 z+) 一 一 1, 所 以 , 当 |z|< 
1，9。 1; 当 = 一 1 时 、 5s, 一 0; 当 zz 二 一 1 时 ,5， 不 存在 ; 当 z 一 
e" 而 0 了 0( 即 |z| 二 1,z 关 1) 时 ,因为 cosn0 和 sinn0 都 没有 极限 ， 
所 以 也 不 收敛 ; 当 |z| 二 1 时 ,5S. 一 co. : 

毕 上 所 述 ;S (ztl 一 z) 当 |z| 过 1 和 z 二 1 时 收 化 

当 jz r+ 过 1 时 ,级 数 一 致 收敛 ,因为 此 时 ,|z*+! 一 地 | 过 
Iz? | 十 |x | 三 27, 即 在 |z| 达 7 过 1 内 必 一 致 收敛 .但 在 |z| 过 
1 内 不 一 致 收 化 , 因 为 当 z 一 1 一 -二 时 ,一 e"! 闫 0. 而 车 一 致 
收敛 到 一 1, 对 充分 大 的 应 有 [er -1— DI= lI" < 
e, 即 |z| 过 1, 与 收敛 到 一 1 矛盾. 

例 3 讨论 下 列 窒 级 数 在 收敛 贺 周 上 性 态 : 


2 天 °9 pn 
0) DFI (2) 2 克 ”人 为 自然 数 )， 


解 《1) 收敛 半径 R = lim 二 一 1 


当 z< 一 1 时 ,级 数 化 为 > 二 二, 发散， 
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当 |z|==1 但 z 关 1 时 ,满足 例 1 条件 ,所 以 级 数 收入， 


(2) 由 柯 西 - 险 达 玛 法 ,lim V |c,| 一 lim A/ 志 一 1, 所 以 收敛 
半径 展 一 1， 

令 $ 二 zz, 则 了 二 zm 一 > 工 5, 满 足 例 1 条件 .所 以 在 15 
二 1 上 除 = 1 外 都 收 伍 . 从 而 可 知 , 当 |z 
er (一 0, 1 2 一 1) 时 ,级 数 收 敛 . 

例 4 设 徊 级 数 > /awe 的 收敛 半径 为 尺 , 试 讨论 下 列 圭 级 数 
的 收敛 半径 : 


(1) > an"; (2) 2 一 1)asz" (3) 之 /7 7 


(1) or 的 收 伍 半 径 为 尺 ; 逐 项 求 导 得 六 wa， 2z" 1 其 


是 2 上 


收 和 化 半径 仍 为 R; 同 时 Snr 的 收敛 半径 也 为 R( 因 为 > na 


一 一 l1,z?* 隆 1; 即 z 关 


= 之 ,Or + 1 一 1)aoz 再 用 同样 方法 重复 进行 9 次 , 即 得 


= 1 


> Wanz , 故 收 化 半径 仍 为 民 


= 1 


(2) 因为 Hm V la 所 WI (2 一 1)a,| 二 站 -从 而 
知 > C2 一 1)asz” 的 收敛 半径 为 二 


(3) 设 尺 > 0. 对 任 e>> 0; 当 nn 充分 大 时 ,1a,| 过 < + 引 ， 
所 以 .as | < UR+eY. 


为 十 3 i 的 收敛 半径 也 是 十 oo. 
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当 尺 二 0 时 ,如 果 a, = n1a",; 则 级 数 化 为 ya", 收敛 半径 为 


far 即 可 以 取 任 意 正 数 ;如 果 a 二 《na1)?, 则 级 数 化 为 jn!1z", 收 


化 半径 R 一 0; 如果 一 (m1) 中, 则 级 数 化 为 >) 6a, 收 化 半 
径 为 十 co. 从 而 知 , 当 R 一 0 时 , 这) 节 *" 的 收敛 半径 要 根据 具体 
情况 确定 ， 

例 5 若 y ae 和 yy\bozr 的 收敛 半径 分 别 为 六 与 疡 , 求 下 列 
豚 数 的 收敛 半生 

(1) > Ca + be (2) > on 


(3) 2 和 = (6, 天 0). 

解 ” 设 7 和 7 都 是 正 实数 ， 

(1) > + 6.)z" 一 Sa 十 S\b,e 的 收 伍 域 为 两 级 数 收 
禾 域 的 公共 部 分 ， 所 以 RR 二 min {rr2) 

(2) la 

lm Vlaw.| < A 
即 京 委 关 天 :所 以 及 >> mr 

(3) I V1 一 二 , 册 

lim Vla,l = Hm Vlas/b,| + Vl6,l 
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即 lim V le,/b,| > lm Vle,l/ Hm V16,l. 


1 ~ 1/7 rn 
所 以 让 之 1? RA. 


例 6， 求 下 列 寡 级 数 的 收敛 半径 和 收敛 圆 
(1) >)ch 人 二 | — 1)”; 


Dy 


(2) D) i (a > 0,25 > 0); 


(3) S) ala 十 了) 一 (a 二 nn 一 15GB 二 1):…(5++n 一 DD), 


< 一 MtCCC 十 1)…(c 十 天 一 了 ) 
(4) DY 1) 1 十 sin E) 2 
n==1 
解 (1) 因为 c 一 ch 二 一 COS 一 ,出 
， | Cnti| __ 1: 1】 
lim | | = lim| cos 41) /es = 1 


所 以 ,收敛 半 和 名 R = 1, 收敛 加 |z 一 1| 二 1. 
. 《2) 由 根 值 法 ,有 : 
lim Y |e,| = lim YI/Na TF BT = lim(a> + 6”)-*, 
因为 max{a,b} (a bY 2max{a,b}, 
所 以 lim (az + go)Y2 一 max{a,b}. 
即 级 数 的 收 人 第 半 径 RR = max{a,5). 收 伊 加 |z| 过 max {4,6}. 
(3) 由 比值 法 ,因为 


[on (十 四 地 十 四 


lim 二 ]， 


woo pe (2 十 1)(c 二 nn) 
所 以 , 收 伍 半径 尺 = 1, 收 敛 圆 [|z| 过 1. 
(4) 由 根 值 法 ,有 


| 一 -天 


(—i)"|1 十 Sm 站 | = lim| 1 + sin 元 | 
n 1 


sinl 睹 
上 地 


1/sin 二 
一 lim | ] + sin 加 一 ei. 
故 所 求 收 钙 半 径 为 R == e. 收 全 加 |z| 过。. 
例 7 求 下 列 帘 级 数 的 收敛 半径 ， 


Oo n °° 2 
2 和 ”(p 为 正 整数 ); “(2) > 2 


(3) >a 十 1)"z"; (4) > own 

(5) >， [| ; (6) Dr. 

解 im| 二 二 1, 所 以 R= 1. 

(2) so ee 
-如 名 居 - 《EUR 


(4) pi I 所 以 R= 1. 
(5) 因为。 二 lininl" = [1/dnin + /4) 
lim V |e,| = lim[1/ Gn’n + ze/4)]4 = 0， 
所 以 R= oo. : | | 
(6) 因为 ”lim \ cl = limeoe ”一 lime wn - = 1， 
所 以 R=1 
一 般 地 , 求 收 敛 半径 首先 想到 的 是 用 比值 法 . 当 c, 是 某 个 因 式 


的 nn 次 磊 时 ,我 们 选用 根 值 法 . 习 根 但 法 无 法 求 得 极限 时 ，F 可 选用 
柯 西 - 险 达 玛 法 . 


下 全 有 时 可 以 用 求 极限 的 技巧 ,如 题 (6) 中 的 lc,| = 


GQ) = ”, 用 洛 必 达 法 则 易 求 
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linz 
I 


lim zx — ]im @ (nz) 7/z _ ] ， 
TX 十 co TXT* 二 00 
MR = 1. 
例 8 求 下 列 级 数 的 收 伍 半径 : 
GD 之 [3 十 (一 1 了 (一 1 (2) 2 一 1 总 rE 
1 1 5 
(3)1+ 752 3 .5 ~ 二 za? 十 
2n—1 21 
十 二 十 二 一 ;十 


2 2 
(4) > 0 十 ar)z". 


n= |] 


解 (1) 因为 c, == [3 十 (一 1)" 了 是 振荡 的 ,由 柯 西 -有 蛤 达 玛 
法 ,有 


lim V Je, = lm YL3 十 (一 1) 了 了 = 
所 以 ,收敛 半径 R= 款 , 收 敛 加 lz 一 1 二 7 
(2) 因为 c. 一 (一 1)" 六; 振荡 , 且 为 缺 项 级 数 , 用 题 (1) 的 广 
法 ,有 / 
TV cl = Ja YI7Gn1) = 0 
所 以 ,收敛 半径 尺 一 十 cc. 
(3) 因为 cm-i = FT C2n 一 ;所 以 


lim 路 y Te | = lim| 六 om ge D/C 1) -一 
1/2 
lim [cz | = lim m| 雪 ) | 一 
于 是 ,收敛 半 径 尺 一 V6. 


(4) 因为 当 |a| 志 1 时 ,nn 一 1 过 jn 十 a"| 志 nn 十 1, 而 
° 206 。 


1 
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lim Ya Tal 一 1， 
所 以 , 收 伍 半径 尺 一 1, 收敛 贺 |z| 过 1. 
当 al 二 1 时 ,lim 4 于 十 ar 一 所 以 , 收 伍 半径 尺 王 


Tal’ ; 收 伐 图 |z | < Tr: 
例 9 求 下 列 之 级 数 的 和 殴 数 : 
(1) pn 1 )z"; (2) 2 2 — De"; 
(3) 之 (一 1)" 一 5zz"; (4) 2 一 1 ztn， 


解 先 求 收 化 半径 ,再 求 和 函数 . 


(1) lim cnt! = lim 并 二 了 一 1， 故 收敛 半径 R= 1. 由 逐 项 积 
分 性 质 , 得 
[Zo 十 1)z*dz 一 Set 一 
于 三 从 n= 人 0 
, 一 加 2 l 
所 以 n+ Ds Ms (1 二 zy) ZJ5， Iz| < 1 
(2) lim| et | = lim Eee ,所 以 


Si 1)z" Sa :一 Sx 一 一 一 


== 1 此 一 】 月 2 1 
1l 


l 1 
-dz Il*|<;- 


(3) lim | 人 |= 名 2 二 1- 1, 故 收 敏 半径 有一 1. 由 逐 项 和 


拓 一 生 DD 


分 性 质 ,得 
| (一 1)"nz" dz 一 SC— 1)"z" = 二 


| N= 1 


之 


所 以 > 1)"nz" ! = Tz)= 


a 1 _\29 |z| < 1. 


Ey 
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。 Cn 十 1 —— 
(4) lim 一 lm 二 DCm 二 2) 一 0 磷 R 二 十 00. 由 
逐 项 求 寻 性 质 , 得 
网 2 一 1 加 一 加 ， 2 
> (2) 一 > 1)" Con 7 2 1) (2n)1° 
> (2) = 之 /一 1 
一 之 (一 " m=n 1). 
由 此 得 出 JJ (z) =— S'(z), 
即 有 微分 方程 。 5S"(z) 十 S'(z) 一 0， 
解 得 S(z) 二 4cosz 十 Bsinz，A,B 待定 . 
由 f/(0)=4= [ei ) -1—>A=1, 


大 二 改 


7 + 再 Z” , 四 
广 (0) 一 一 sinz 十 Becosz = bk 1) (2n 二 11 | 


n=m ] 


故 3 1)” oo—— 这 JT 一 50sz， R 一 十 ceo， 


nm 0 


例 10 求 下 列 筹 级 数 的 收敛 半径 ， 
(1) Si 2 li, 


n=] 


(2) 2 全 | > 一 ] Jane+17 


| 


解 这 是 两 个 缺 项 级 数 ， 且 有 a 一 0, 不 能 直接 利用 公式 求 
RK. 如 同 高 等 数学 中 缺 项 级 数 一 一 样 ， 可 直接 用 达 朗 贝尔 比值 法 和 柯 
西根 值 法 来 求 . 


GD) 记 矿 (z) = (一 Do 各 x"!, 由 比值 法 ,有 


fri(2) | 1 C2n + 1)2"|z|”+! — 12 
f(z) 《22 一 1)22 zl 2 


lim 


NH OO 
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要 于 |z|?<1 级 数 收 敛 , 故 |z| < V3 ,级 数 绝对 收敛 . 收敛 半径 R 


= V 2 . 
(2) 记 广 (=) 一 | 二 | (2 一 De+D， 则 


n " _ n(n 二 +1) n 十 1 
lim ~ |f,C(2)| = lim ,| 一 一 lim 1 — 


0， 大 [lz 一 1| 志 1， 


co， 大 |z 一 1|>1. 
所 以 ,|z 一 1| 二 1 时 绝对 收敛 . 收 敏 半径 及 二 1 


例 11 利用 朝 级 数 的 和 函数 计算 积分 
中 ( De*) de, c:lz| 二 水. 

解 ” 在 |z| 过 二 内 , >)x" 一 1 

pe)ae— (i+ 


i 
,人 多 l—z 

二 、 关 于 帘 级 数 收敛 性 的 证 阴 | 
由 于 桥 级 数 在 收敛 域内 收 伍 ,县 一 致 收敛, 其 和 函数 是 解析 画 


数 , 因 此 ,可 以 利用 解析 函 效 的 性 质 来 证 明 徐 级 数 的 收敛 性 与 绝对 
收敛 性 ， 


例 12 证明: 几何 级 数 >x 具有 以 于 性 质 : 


(1) 当 |z| 二 1 时 ， 级 数 收 化 z 
(2) 在 |z| 二 7 二 1 内 ,级 数 一 致 收 伍 ; 
(3) 在 |z| 二 1 内 ,级 数 不 一 致 收敛 . 
证 (1) 当 |z| 二 1 时 ， 如 同 高 等 才学 中 的 情形 一 样 , 有 
] 一 2"+ 
limS.(z) 一 lim 1—z 1 = 
所 以 ,级 数 收敛 . 


1 耻 
一 一 ,所 以 


dz 一 2xi 十 0 = 2xi. 


(2) 在 |z| <r 之 1 内 ,1z|" 之 7. 而 级 数 》 收 化 ,由 魏 尔 斯 
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特 拉 斯 判别 法 ， 知 级 数 > 一 致 收敛 . 
(3) 在 | | 内 ， 对 无 论 多 大 的 史 取 > 为 正 实数 时 ,有 


| 3] = 1 -二 
令 p= 二 nn, 取 z 二 ri ; 则 | 
nn 十 中 1 一 [+ 
7|= EE > 
n 


这 是 因为 lim | 1 十 志 


一。, 克 当 充 分 大 时 ,| 1 十 址 | <3 
所 以 ,2 在 |z| < 1 内 不 一 致 收 伍 
例 13 ” 设 > az 的 收敛 半径 为 R, 证 明 : > [Re(a,)]z 的 收 
仇 半 径 >R 
解 因为 ya.z 收敛 半径 为 RR, 而 
Rec je = [ReCay lal < el lz), 


所 以 由 比较 判别 法 知 , > [Re(a,)]z" 收敛 . 


设 和 [ReCa,) je 的 收敛 半径 为 R,, 则 


R. 一 lim VRela,) < lim V Ia, = 二 


RR 
Spe 的 收敛 半径 之 R. 


例 14 证 明 : 如 果 lim 一 存在 , 则 下 列 三 个 者 级 数 有 相同 的 


收敛 半径 : 
“210 。 


Cn | Cy 


a, ， 本 
> ad,2 ， > / -一 一 一 人， > CQ Zn 
九 十 】 一 
开 一 虫 nn 二 人 必 月 二 总 


证 “用 比值 法 求 三 个 级 数 的 收 级 半径 , 知 


. lanri | 并 十 ] ct 十 1 
-| .0 了 | 一 im| 天 工 工 . Qt 
lim a im | 二 5 去 lim | a 


即 三 个 等 级 数 有 相同 的 收敛 半径 . 
例 15 设 级 数 6 收敛 ， 而 le | 发散, 证明: > cz 的 收 
敛 半 短 为 1. 
证 因为 > ,ez 收敛 , 设 lim 


Ed 


cot | = hz , 荐 co 收 


敛 半 径 为 1, 则 |z| 一 3 
现 用 反 证 法 证 4 = 1. 


若 0 二 4 二 1, 则 |z| 沁 > 1. 有 lim|- 


全 ,与 假设 矛盾 . 
荐 4 之 1, 则 |z| < 二 从 而 > ;cz" 在 单位 圆周 上 等 于 > \c,, 是 
收敛 的 ,这 与 收敛 半径 的 概念 耶 盾 . 


综 上 所 述 可 知 , 必 有 4 二 1, 所 以 及 = 元 = 1. 


例 16 ”如 果 级 数 cz" 在 它 的 收敛 圆周 上 一 点 z。 处 绝对 收 


搬 王 站 


敛 , 证 明 : 已 在 收 和 化 圆周 所 围 的 财 区 域 上 绝对 收敛 . 
证 ”在 收敛 圆周 上 任 取 一 点 xz (z 天 zxo), 则 有 


[ez | = |ellz"! 一 co 


因为 > ,cat 在 收 敏 圆周 上 绝对 收 全, 所 以 > ce| 收 敏 ， 即 


> )c.> 绝对 收 策 . 依 阿 贝尔 定理 知 , 级 数 > cx" 在 收敛 加 所 围 闭 


"Zll1* 


区 域 上 绝对 收 伍 
例 17 证 明 : 
(1) 级 数 > 三 在 区 间 0<z 之 1 上 绝对 收 化 , 但 不 一 
致 收敛 
(2) 级 数 >) (一 D 和 二 二 -在 区 间 0<= 入 1 上 一 致 收敛 ,但 
不 绝对 收 化 
证 (1) 当 z 一 0 时 ,显然 级 数 > 


之 
之 0 十 Wy 收 伐 于 等 . 
当 0 二 xz 世 1 时 ,有 


> 


天 尘 作 


说 
1 十 z 1 一 1/(G + 2z’) z 


开 一 明 


故 级 数 之 ， Oy 绝对 收 伍 . 于 是 


过 | 
(1] 十 xz) | 


co 0， 之 二 0， 
之 
Bata 0 二 z 世 1 


由 lim = 十 二 一 十 可 知 和 函数 不 连续 ， 所 以 级 数 


1 上 不下 


(2) 当 0 委 >z 委 1 时 ， 因为 | 
1 1 1 


~ De z 
之 ， = 十 “z+N “TN rN t** 
| | 、 
< 二 二， 


所 以 ,级 数 >) 二 -一 一 致 收 敏 ， 


(一 1)” | 1 〈 一 
但 是 TT 一 地 之 走 ' 所 以 级 数 >) (二 -一 在 


之 十 和 天 
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0 委 = 委 1 上 不 绝对 收敛. 
例 18 证 明 : >,z- 在 |z| 之 1 内 解析 . 
证 因为 lx| > 1, 所 以 | 二 | < 1 有 
ll 1 ] 
27 = 之 ， 二 | 一 上 三 一 一 一 一 下 一 


之 ] 一 1/z z 一 于 
即 当 |z| 之 1 时 ， > <" 的 和 函数 S(z) 一 
lz| 之 1 时 没有 奇 点 ,是 解析 的 ， 
例 19 证明: : 
] 十 3 m(m 一 1] )… (人 (72 一 天 十 1) 


ni 


一 了 


的 和 函数 f(z) = (1 十 z)”. 
证 ”级 数 的 收 伍 半 径 


mm 一 1)…(7 一 如 十 1) jm 一 1) (2 一 于) 
Rolimn| 

1 | 72 十] 

= lim mm 十 nn =1, 


车 m 为 非 负 整数 ， 则 级 数 仅 有 有 限 项 不 为 零 ,此 时 RR = 十 co. 所 
以 ,对 任意 的 mr, 级 数 的 和 函数 f(z) 在 |z{ 二 1 内 解析 .于 是 ,级 数 
可 逐 项 微分 . 当 |z| < 1 时 ,有 


(+ oa)f (2) = (+2z)S, an ~ Drm ~ n+ D, 1 
R=1. 1 一 工 )! 
~ Smm— 1) n+) 


《az 一 1)! C2 十 和 2) 


二] 


mn n+ 1) a 
m[1+ > CT 


《7 一 1 一 并 十 2) 2 
+ > (1 — 2)!1 | 


并 二 
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mm Dn 一 于 十 2) ,1 
—m| 1 十 2 (7 一 1)1 | 


一 mf(z). 


of) ) mf (lz) 2 
解 微分 方程 = 了 十 到 ,得 


Fes) 二 C(1 十 z)”"， C 为 任意 常数 . 
由 f(0) = 二 1, 得 C = 二 0. 所 以 , 当 |z| 二 1, 时 
f(z) 一 《1] 十 2)". 


例 20 设 级 数 > ,cnz" 的 收 化 半径 为 RC(0 二 R 过 十 oo), 证 


明 :级 数 >,(1 十 z3)csz" 的 收敛 半径 为 
: 7 一 min { 尺 ,Te 


证 因为 y\(1 十 z0)cnz” 二 Ser 十 D2 ,而 云 = 


: Cn+1X0 ， Cn 十 1 _ zol 
lim C,Z6 lim C jzo| = K | 
于 是 > vc-ziz* 的 收 化 半径 R, 一 全- 
蜂 荆 疙 


由 级 数 和 的 收敛 半径 定理 知 ， SG 十 区)cuz 的 收 化 半径 


六 二 min{R,TT|. 
例 21 设 在 震级 数 z 一 1 十 >， -1 := 中 ,7m 为 负 
/ 四 ?1 二 (mr 十 由 
整数 ,证 明 : 对 所 有 的 <, 和 函数 满足 微分 方程 
= 9 vw dre 


> 十 (十 9) Cw 0. 
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证 ”因为 害 级 数 收敛 半径 
十 1 
+ DEln+) 
mi | {Gx 十 7) 
j=!1 


一 lim(n 二 1)(m 十 n 十 1) = 二 十 oo0， 


drw 一 2"-! 


R= lim 


呈 一 于 


dz ” 
一 人 一 ol" 十 力 
一 二 一， 
~ n!1| [Cm 十 7) 
J=1 
dro 之 n 十 1 | 
dz "二 1 “ 
nl| 十 放 
=] 
2 
故 = 9 字 十 (1 十 mm) — w 
me ~ Z 
本 玫 十 1 


”Ca 一 D1T | Cm 十 刀 


二 (1 十 m) z+ > "1 
HD 


之 


一 > 一 -一 一 一 】 
”2 cm 十 记 


j=1] 
ey 


— Stn) mt DD) 
™ nl[ [Gm+) 
j=1 
一 0. 
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第 三 节 泰勒 级 数 


主要 内 容 


1. 泰勒 定理 
设 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,zo 为 D 内 的 一 点 ,4d 为 zo 到 DD 的 边 
界 上 各 点 的 最 短 距离 , 当 |z 一 zo| 二 4d 时 ， 


f(z) = clz — zo)" 
并 一 


成 立 ,其 中 cv = 二 f(z0) ,n= 0,1,2,… 

上 式 称 为 /(z) 在 ze 的 泰勒 展开 式 ， 

等 式 的 右边 称 为 /(z) 在 xs 的 泰 勤 级 数 . 当 z。 一 0 时 ,级 数 称 
麦克 劳 林 级 数 ， 

如 果 f(z) 在 z 解析 , 则 使 fF(z) 在 zo 的 泰勒 展开 式 成 立 的 加 
域 的 半径 及 就 等 于 从 z。 到 f(z) 的 距 z。 最 近 一 个 奇 点 “之 点 的 距 
离 , 即 R= |a 一 zo|. 四 

任何 一 个 解析 函数 在 一 点 的 泰勒 级 数 是 惟一 的 

2. 直接 算出 各 阶 导数 后 利用 泰勒 定 理 求 得 函数 的 泰勒 级 数 
的 方法 称 为 直接 展开 法 . 

背 助 已 知 函数 展开 式 , 利 用 等 级 数 的 运算 性 质 和 分 析 性 质 求 
得 函数 的 泰勒 级 数 的 方法 称 为 间接 展开 法 ， 

3， 常 用 的 短 级 数 展开 式 (麦克 劳 林 展开 式 ) 


1 
1 十 之 


一 1 土 z 十 好 士 z3 十 …， |z 之 1; 


、 之 >" 
elTz+ToT Iz| < co ; 


nn1 
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十 vs， 
Iz| < cc ; 


5 之 22 十 1 
sinz 一 > 一 可 十 可 十 入 十 (一 1) Cn Fr 


: e270 
2 Ta nT 


|z| = co ; 
2 3 天 

In1 十 ) 一 2 一生 十 于 十 汪 十 (一 1" 芝 二 
7 


|z| < 1 


(十 za" 一 1 十 oz 十 生生 2 十 … 


a(a 一 1)…(a 一 2 十 ]】) 


?2 1 


十 2 十 …，|z| <1. 


其 中 ((1 十 z) 是 指 主 值 ,a 是 复数 . 


疑难 解析 


1. 怎样 理解 泰勒 定理 中 *d 为 z。 到 万 的 边界 上 各 点 的 最 短 距 


离 , 当 |z 一 zo| 之 d 时 ,f(z) 一 ie (z 一 zo)"” 这 一 旬 话 ? 


答 因为 (xz) 在 口内 解析 ,z。 是 呈 内 一 点 ,而 刀 可 以 是 任意 
一 条 闭 曲线 围 成 的 区 域 ， 所 以 zo 不 一 定 在 DD 的 中 心 ,D 也 不 一 定 是 


圆 形 区 域 . 根据 阿 由 


尔 定理 , 筹 级 数 的 收 化 区 域 一 定 是 一 个 以 点 2 


为 中 心 的 图 , 所以, 当 |z 一 zo| 之 d 时 ,f(z) = Dc 一 zo)". 在 


收敛 圆 内 ， 级 数 > G 一 zo)" 绝对 收 化 ,f(z) 解析 在 收敛 圆 外， 


级 数 发 散 . 4 是 Fe) 的 距 z, 最 近 的 一 个 奇 点 ， 则 “ 必 在 收敛 圆周 
上 , 即 4d = jc 一 zo|, 否 则 过 还 可 以 增 大 . 


2. 与 出 数 / (=) 能 展开 为 寡 级 数 等 价 的 有 娜 些 命题 ? 
答 ”由 泰勒 定理 知 , 者 1(z) 解 析 , 则 f(z) 能 展开 为 泰勒 级 数 
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( 厦 级 数 ); 由 兢 级 数 的 收敛 性 知 , 舌 级 数 的 和 畏 数 是 解析 函数 . 因 
此 ,以 下 命题 与 之 等 价 : 

(1) 函数 /=) 在 万 门 每 一 点 都 存在 一 个 邻 域 ,函数 在 此 邻 域 
内 可 以 展开 为 逢 级 数 . 

(2) 图 数 f(z) 在 万 内 解析 . 

(3) f(z) 一 xzy) 十 ioCzyy) 的 实 部 与 虚 部 在 DD 内 可 微 , 且 
满足 C-R 条 件 

Ou Ov Ou Ci 


ar Gy’ dy ar- 
(4) f(z) 在 DD 内 连续 ,并 对 DD 内 的 任何 闭 曲 线 C, 都 有 
中 f(z)dz = 0. 


因此 ,车 /(z) 在 D 内 满足 其 中 一 条 ,自然 可 以 得 到 其 它 几 个 
结论 . 

3 复 变 函 数 展 为 寡 级 数 的 条 件 与 实 变 函数 情形 有 什么 不 同 ? 

答 。 复 变 函数 展 为 等 级 数 的 条 件 与 实 变 函数 情形 相 比较 , 相 
对 要 弱 一 些 . 这 表现 为 以 下 两 点 . 

一 是 实 变 函数 要 求 存在 任意 阶 导 数 ,而 这 对 于 _ 般 函数 是 难 
以 达到 的 . 复 变 函数 只 要 求 F(z) 在 z。 的 邻 域内 解析 ,而 这 是 易于 
实现 的 . 这 是 因为 对 于 复 变 函数 来 说 ,f(z) 解析 就 能 保证 函数 无 
限 次 可 微 与 各 阶 导 数 的 连续 性 . 二 是 实 变 函数 还 要 证 明 余 项 趋 于 
零 , 复 变 函数 则 不 必 , 证 明 余 项 趋向 于 零 是 比较 困难 和 复杂 的 . 正 
因 为 这 两 点 ,所 以 复 变 函数 展 为 泰勒 级 数 的 应 用 范围 就 比 实 变 函 
数 情形 要 大 得 多 . 


4 函数 一; 当 x 为 任何 实数 时 都 有 确定 的 值 ,但 它 的 泰勒 


展开 式 了 二 1 一 x 十 x' 一 … 却 只 当 |z| < 1 时 才 成 立 .这 
是 为 什么 ? 
答 ”我 们 知道 ,实数 只 是 复数 的 特殊 情形 . 当 我 们 在 复数 范 
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图 内 考虑 函数 了 二 时 ,在 复 平面 内 存在 两 个 奇 点 = 一 土 i, 而 这 


两 个 奇 点 都 在 函数 一 的 展开 式 1 一 z? 十 <: 一 … 的 收敛 圆周 


| 一 1 上 ,所 以 级 数 的 收敛 半径 只 能 等 于 1. 函数 -二 中 一 


1 
有 有] 二 2 


一 ] 一 十 (一 …: 


万 法 、 瓜 巧 与 典型 例题 分 析 


在 将 函数 展开 为 者 级 数 的 时 候 , 首 先 要 注意 的 是 寡 级 数 的 形 
式 . 若 展开 为 泰勒 级 数 形 式 , 则 提 法 为 :在 z = zo 展开 为 者 级 数 或 
展开 为 (z 一 z。) 的 震级 数 . 若 展 开 为 麦克 劳 林 级 数 形式 , 则 提 法 
为 :在 z。 一 0 展开 为 短 级 数 或 展开 为 z 的 者 级 数 . 其 次 是 确定 收敛 
半径 ,有 时 要 找 出 奇 点 来 协助 确定 . 最 后 是 选择 哪 种 展开 方法 ,用 
间接 展开 法 时 , 除 注意 技巧 ( 见 例题 ) 外 还 应 记 清 所 利用 的 已 知 医 
数 展开 式 的 形式 和 收敛 半径 ;用 直接 展开 法 时 ,要 注意 运用 求 导 的 
技巧 和 归纳 通 项 的 形式 . 


例 1 将 下 列 函 数 在 指定 点 展开 为 赛 级 数 : 

(1) sin ] 工 ~， zo = 0; (2) tanz, zo = 本 

(3) 一， zo 三 一 1; (4) jn(1 十 ez)， zo 二 0, 
™ 之 


解 (〈1) 因为 z = 1 为 奇 点 ,所 以 R= 1. 又 


. 1l 
这 -1 


sin 7 二 ~ eos l 
1—zi | ] 一 
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sin | | sin l | ! | 
l lO—z 1l—z 
2 
Tcos Tz (1 一 z)3 
sin | = 一 cos 上 _ ， [| — sin 0 
ll—z l—2z 1l—z (Cz) 
] 2 l ] 
in er (1 —2z)° 
代入 z = 二 0, 即 得 各 阶 导 数值 . 于 是 ,有 展开 式 
sin 一 二 一 sinl 十 cosl .= 十 六 (一 sinl 十 2cos17z* 


十 二 (5cos1 一 6sinl1)z —:…, R=1. 


(2) 因为 = 一 六 为 奇 点 ,所 以 及 一 二 :又 


4 
{tanz)' = Sec2z， ‘(tanz)’ = 2， 
z 一 革 / 4 
(tanz) ”一 2seczztanz， (tanz) | 一 4， 
: Tm 生 
(tanz)” = 2(2sec’ztan’z 十 sectz)， (tanz)” | - =16, 
| | 
于 是 ,有 展开 式 
2 
tanz 二 1 十 2 z 一 也 | 十 2[z 一 至 | 
8 工 | ... Tt 
Tsl? 了 十 ;= 
(3) 因为 z 一 这 为 奇 点 ,所 以 R 一 也 .又 
1 | _1 
3—2z|,-_1 5° 


2020。 


2 | | 1 | 
(3 一 2z) 3 一 2z 


| 二 1 | = 2°，。21 | l " 
3 一 22% (3 一 2z)3 一 到 | _ 


3 G(s) 
于 是 ,有 展开 式 


] 
3 一 ZLz 


< 一 一 ] 5 


一 于 十 总 十 D) 十 要 十 1 


co jn 


二 


(4) 因为 in(1 十 ee ) 一 jn 一 人 , 奇 握 为 
2 一 (28& 十 1)ni 人 一 0， 土 1，……)， 
所 以 R= 7x. 又 


ljn(1 十 e 一 ) = |n2， 
= 0 


; ~ hf 1 
lindl 十 “ ) 加 十 e F== 


[ln(l 十 e <) 六 一 


(1 二 (1 十 es)2 | 。 
[In + eV) = Te | 


/ zs]4) _ € (1 一 4e* 十 e<) 
nd + ee = (T+ ey 


er0 23 
于 是 ,有 展开 式 
in(1 十 e 一) 一 ln2 一 52 十 


pp 一 下 一 


例 2 用 直接 展开 法 展开 f(z) = e*sinz 为 麦克 劳 林 级 数 . 
解 ”因为 f(z) 在 全 平面 解析 ,所 以 RR == 十 oo. 又 
f(0) = 0， 
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f'(z) 一 ersinz 十 escosz = Y 2 e'sin 


= 十 工 | ， 


f(z) = (VV 2)2zessin 


f(z) = (VT Yersin|s 十 zi ， 
(0) = (Vv 2 Ysin 人 
于 是 ,f(z) 的 麦克 劳 林 展 开 式 为 
Ln) » (V2 Y'sin 
ersinz = >) 0 (0) = 一 一生 =， 民 一 十 oo. 


n! 


t== 必 二 心 


例 3 将 下 列 函 数 展 开 为 者 级 数 ， 
(1) f(z) = 3 + 


所 sinz, zo 一 0 
__1 ~ 
(2) f(z) = Ti 之 0 1 . 
解 (1) 因为 /(z) 在 全 平面 解析 ,所 以 R = 十 co. 又 


2 
f(z) = E 十 了 sinz， (0) 一 0， 


f'(z) = zsinz 十 [3 二 十 二 |cosz， 有 己 (0) = 3， 


f(z) 一 2zcosz 一 2sinz 一 Ssinz, f"(0) 一 0， 


2 
六 (zz) 三 一 3zsinz 一 训 cosz， f™(0) 一 0， 
2 
f°*(z) =— 3sinz 一 4zcosz 十 sinz, f+(0) = 0， 


. ， 2 . : 
f(z) 一 一 7cosz 十 5zsinz 十 COsz, fH (0) =—7. 


于 是 ,f(z) 关于 = 的 徊 级 数 展开 式 为 
22 。 


[3 二 本 |sinz = 3z 一 可 “十 kK 一 十 co， 
(2) 因为 z = 土 i 是 f(z) 的 奇 点 ,所 以 R= V 2. 又 
f(z) = i f0) = 也， 
7 上 一 一 1 
广 (z) = 二 es f° (1) 一 7 》 
jp _ 一 2 十 6z- 1 了 
f"(z) 四 (1 十 z2)3 六 (1) 2 
w/ ~、 24z 一 24z° WAN 
f (之 ) 本 (1 十 之 274 py f (1) 一 0 ， 
(4) 24 2402> 十 1202° (C4) 
上 (之 ) (1 十 2?)5 | / (1) 3 
于 是 ,f(z) 在 z 二 1 的 泰勒 级 数 为 
! 1l !l 


= 一 子 (z 一 DD 十 了 (2 一 1) 


-名 (D+ R— VD. 
二 ,间接 展开 法 的 运用 
一 个 函数 的 泰勒 级 数 是 惟一 的 ,但 展开 函数 为 泰勒 级 数 的 方 
式 却 是 多 种 多 样 的 . 为 了 节省 篇 幅 , 我 们 在 下 面 的 例题 中 ,每 题 只 
给 出 一 种 解法 ,而 且 不 一 定 是 最 佳 的 ,只 是 介绍 每 一 种 解法 的 运用 
过 程 和 应 注意 的 问题 , 供 读者 学 习 时 参考 . 读者 可 利用 这 些 方法 寻 
求 最 佳 解法 . / 


1. 常用 代 换 法 | 即 利用 代 换 


天 De la! <1 
使 用 这 一 方法 ， 特别 要 注意 了 一下 = 时 ,|z| 二 1 这 一 皮 . 因而 对 

一 co ;应 有 |f(z)| 1. 

例 4 将 f(z) 一 5 一 
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解 (1) 展开 为 2 Wi Bh 


2 
3 


1 1 _1l1~ 
3— 2z 3 1 一 2 有 5 一 了 之 ， 


而 | 全 。 之 1]1, 即 |z| 二 二 
(2) 展开 为 (z 十 1) 的 大 级 数 , 即 
1 _ 1. 1 lw/2)' ， 
3 一 2x 5 1 一 2(z 十 1)75 这 | (z 二 1)"， 
而 | 和 Ce 十 1)| < 1, 即 机 
例 S 将 f(z) = 1 一 绾 在 x 一 1 十 i 展开 为 泰勒 级 数 . 


解 为 一生 是 J 的 奇 点 ,到 zo = 二 1 十 1 的 距离 为 


i 1 
4 一 3z 4 3[z 一 (1 十 让 J 一 3 一 3 四 
l ” 
1 et 时 
和 -TIT—5“1— 32 一 0 下 DT7G 一 Ey 
| 和 _ TI 一 可 二 
_ 六 3"[z 一 (十 1 
和 1 一 30 | 


2. 代 换 法 (复合 变换 法 ) 
”将 f(z) 变形 为 含 所 需 因 式 的 形式 ,然后 利用 已 知 函 数 展开 式 
求 得 震级 数 ， 
例 6 求 sin 本 -关于 = 的 等 级 数 . 
解 ”由 sinz 的 展开 式 ,得 
”<<4。 


必 
一 之 


| 28 十 1 


,> 
< 一 《22 十 1)! 


{2 1 了 
1 一 > 3! 


]—z 
2n 十 1 


一 se 


之 
tC 二 Hi 
) 一 吝 区 十 可 十 台 十 十 


一 (z 十 2 十 2 十 入 


1 
er 


到 


一 z 十 x2 十 之 2 十 2 十 ， 
因为 > 一 1 趾 函数 的 一 个 奇 点 ， 所 [lz| < 1. 
例 7 求 Vz 二 i 在 |z| < 1 内 的 展开 式 . 
解 “利用 (1 十 <z)* 的 展开 式 
Ti= VT: /ItaAi= VI.|1+ 十 开 
~ ] zx 1/2(1/2 一 1) 
= VT -z+ vaag -| 丰 
一 VT|1— r+ +}, lel<1. 
例 8 求 cos?z 的 麦克 劳 林 级 数 . 
解 ” 利用 cosz= 二 1 一 十 到 一 …,|z| 过 十 co ,得 


stz 一 二 十 了 ecosz< 一 二 十 二 _ (22)* 《22) 一 
cosz 一 十 六 cos2z 7 十 > | 】 21 Ta 41 


17n 


十] 


| lz| <+ oo. 
3. 部 分 分 式 法 
当 f(z) 为 有 理 分 式 函 数 时 ， 可 以 将 f(z) 分 解 为 部 分 分 式 ， 然 
后 再 利用 已 知 男 数 的 展开 式 求 得 所 需 害 级 数 . 
例 9 将 f(z)= CTio) 展开 为 (z 一 2) 的 泰勒 级 数 . 


解 ”f(z) 的 奇 点 为 z 二 一 1 和 一 2, 所 以 R= 3. 
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一 二 2 
(< 十 1)(z 十 2) > 十 1 z 十 2 


TE rr [ ea | [3 


2 
3 To/3T 4 1 二 (z— 2)/4 


—3> [= 2] + [2 


+ 2- "各 二 2， R= 3. 


、 4z* 十 26z 十 36 
例 10 将 f(z) = cs 2) 展开 为 > 的 各 级 数 . 


解 ”f/(z) 的 奇 点 为 z 二 一 2,z 二 一 3, 所 以 R= 2. 


| 4 
1 = a+r 
il 1 1 i 
而 z 十 5 一 2 "T2732 } 3 "| 二 ， lz| < 2， 
l | 一 ] 了 __ 站 
ci 所 5) A D"[ 呈 | ] 


> 1)” 3 re", Iz| = &,， 
所 以 ,f(z) 关于 > 的 矢 级 数 为 


42” 十 26z 十 36 _ n| 之 
Cz 二 3)2(z + 2) 2>7 D"[ 呈 | 


4. 微分 方程 法 

利用 被 展开 函数 的 导数 与 函数 的 关系 建立 关于 函数 的 微分 方 
程 ,通过 对 微分 方程 逐次 求 导 解 出 各 阶 导数 ,然后 得 出 已 知 函 数 的 
知 级 数 ,一 般 返 用 于 难以 找到 可 利用 展开 式 而 其 号 数 又 保留 原来 
了 图 数 因 式 的 一 些 函 数 .. 


例 11 将 f(z) 二 于 一 =- 展开 为 z 的 割 级 数 . 


解 ”f/(z) 的 惟一 上 1 所 以 RR == 1. 因 为 广 (z) = 
“226 。 
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二 达 /(*) ,于 是 建立 微分 方程 


(1 十 z) 广 (z) 一 zz) = 0. 
对 微分 方程 进行 逐 项 求 寻 ,得 
(1 十 z) 廊 (z) + (2)f (2) ~— f(z) 一 0， 
(1 十 z)jY(z) 十 (2 一 z) 户 (z) 一 0， 
由 于 1(0) = 1, 顺 次 代 人 各 方程 ,逐个 解 得 
f'(0)=0, 1"(0)=1, 7(0) 一 一 2，…， 


所 以 ,f(z) = 了 和 二 的 麦克 劳 林 展开 式 为 
。 


1 十 之 


1: > 
一 1 十 方 z 5x 十 ， jz| < 1 


例 12 将 e“ 展开 为 z 的 短 级 数 . 
解 函数 e“ 只 有 惟一 奇 点 z = 1, 所 以 R= 1. 令 f(z) = 
e, 则 刀 (=) = 二 二 jz/ (z). 得 关于 f(z) 的 微分 方程 


(1 — z)°f'(z) — f(z) = 0. 
对 微分 方程 逐次 求 导 ,得 
(1 CO— 2)°f"(z) + (2z — 3)f'(z) = 0, 
(1 一 2z)f”(z)+ (4z — 5)f°(z) + 2f' (2) = 0, 


f° (0) = €,， f°"(0) = 3e， f/” (0) 一 3e，…*， 
1 z 
所 以 ,e “的 麦克 劳 林 展开 式 为 
e ”一 上 1 十 z 十字 “十 于 2 十 … ， |z| 过 1. 


S， 逐 项 求 导 法 
当 曙 数 可 以 表示 为 已 知 展开 式 的 函数 的 导数 时 ,由 寡 级 数 可 
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以 在 收敛 圆 内 逐 项 可 导 的 性 质 即 能 求 得 函数 的 笑 级 数 展开 式 ， 


例 13 求 /(z) = 古 在 zo 二 一 1 的 泰勒 展开 式 . 
解 z= 二 0 为 f(z) 惟一 奇 点 ,所 以 R= 1， 
ll_ 二 lr 1 1 
六 | z 一 1 
一 [1 十 (十 1) 十 (z 十 1 十 
一 1 十 2(z 十 1) 十 3(z 十 2) 十 … 


= + D+1)", lz| <1. 


例 14 求 /(z) = 二 一 的 麦克 劳 林 展 开 式 . 


解 z= a 是 f(z) 的 惟一 奇 点 ,所 以 及 一 a. 


Lm | 


bp l] 1 02 1 2 志 | 
5 一 一 外 7 一 a 1 一 z/a 喜之 | 
p 2 
= 了 [1 十 至 十 每 十 …]， 
a a a 


b ~ 2 \"! ba, ” 
一 训 >n| 宅 | = 训 2+D[ 广 | 
2 
一 吝 |1 十 2 社 十 3 每 十 …]， 
b _5b 1 ' 6 Tr~ {> 
a 2 lea = 训 [2 + | 


b pz)" 1 
= Zi Dn + Dnt 2)| 三 | :去 ， 


1 
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-和 
_b~ | 
0 A k1 a 
6. 逐 项 求 积 法 
当 所 给 函数 为 某 已 知 展开 式 的 函数 的 积分 时 ,可 利用 大 级 数 
在 收敛 圆 内 可 以 逐 项 求 积 的 性 质 , 求 得 所 给 盟 数 的 戎 级 数 . 
例 15 将 arcsinz 在 zx 一 0 展开 为 等 级 数 . 
解 因为 


1 


| 
9 |z| 过 |a|. 


将 
arcsinz 一 | 
0 


二 由 二 为 有 R= 1. 


arcsinz 一 | 


dz= | 一 22)-i/?dz 
Vl— 2’ 


:oo (2n)1 
一 | 之 ， oD 
J FT [复生 
bE + 十 入， 
例 16 求 jn(l 十 册 的 麦克 劳 林 级 数 


|z| < 1. 


解 因为 [In(1 十 22) 了 = 二 全- ; -2 De ,所 以 = 
二 十 1 为 奇 点 ,R == 1. : 


| ind 十 zz) 一 -| 2 1)"z*”dz 


2 > 1 和 | 过 1. 
7. 称 级 数 乘 法 
当 所 给 函数 可 以 分 解 为 几 个 已 知 展开 式 的 函数 的 乘积 时 ， 可 


以 利用 震级 数 的 乘法 去 求 寡 级 数 展 开 式 . 乘积 的 项 一 般 用 柯 西 乘 
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只 来 确定 ,但 很 难 写 出 其 通 项 ,而 且 计 算 比 较 震 元 . 
例 17 求 es sinz’ 的 麦克 劳 林 展开 式 . 


解 时 一 1 十 于 十 页 中 十 坟 呈 十 六 R= 二 co， 


sinz? 二 2? 一 训 2 十 证 十 入， K 一 十 ceo， 
所 以 
2 2 Ea ZY ss 2 2 Z oe 
e sinz 一 [1 十 z 十 页 十 林 十 Z ar tsrT 


26 
一 < 十 < 十 可 十 和 R= 十 co， 
例 18 求 eln(1 十 z) 在 点 zx 一 0 的 宣 级 数 . 


21 
之 之 3 
In 人 1 十 2 一 z 一 广 十 可 十 六， 及 一 1. 


3 
解 e 二 1 十 z 十 鹿 十 宁 十 …， 及 一 十 oo. 


所 以 
£ 之 2 z 2? 2 
enG 十 要 一 [1 二 = 十 于 十 于 十 洛 [= 一 至 十 于 十 汪 . 
li:, 1 1 1]!|，, 
-= 十 [1 一 到 汪 二 | 订 一 全 二 二 十 
_ /< (— 1)’ 1 ， 
-2 2 re 2 ， lzl<1. 
8. 笑 级 数 除法 
当 f(z) = 名 号 时 ,车 g(z) 和 A(z) 均 在 zx。 可 以 展开 为 泰 贡 


级 数 , 且 A(zo) 去 0, 则 可 利用 长 除法 求 f(z) 在 z。 的 泰勒 级 数 . 计 
算 时 ,一般 按 升 短 排列 . 长 除法 计算 比较 麻烦 ,尽量 不 采用 . 


例 19 求 /(z) 一 于 = 的 麦克 劳 林 展开 式 . 


2 2 2 2 
解 e 一 1 二 > 十 页 二 十 有 有 二 有 R= 十 co. 
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列 出 计算 式 如 下 : 


条 + #1 
] 
- 章 之 + 412 
2 
一 彰 1 — 3T 2° 
1 _， 
py Z + TZ 
入 Z” 十 和 z 
-和 
44 
一 Zi 十 
多 e 
所 以 ,I 证 的 这 吉林 展开 式 
[+ 一 
例 20 展开 tanz 为 的 守 级 数 
解 
si + 120* — 0 = 十 、 
COS 之 1 1 1 


* 23 。 


一 之 十 二 + i 十 i 十 。 〈 计 算式 略 )， 
9. 特定 系数 法 
待定 系数 法 是 先 设 定 要 展开 的 函数 的 震级 数 的 形式 与 系数 ， 
外 后 利用 旬 信 式 比 较 解 吕 各 系 妆 的 全 , 闫 守 全 人 人 


例 21 将 f(z) = 一 了 展开 为 z 的 只 级 数 . 
解 ” 设 f(z) = Se 一 1)f(z) == z, 而 


_ 之 2 2 
e -l=z+ztat "Tt 
建立 恒等式 
2 一 《cu 十 cl 十 cz 十) 


2 3 
| 


= coz 十 [1 二 ojz= 十 


jc 十 7 Zo 十 oj 十 …， 


比较 两 边 系数 ,得 
eeo 一】， co 一 
二 co 十 ci 一 0， c 一 一 也 
1 1 l 
6 ‘(219 


又 ,f(z) 的 奇 点 为 2&ri (k 一 0, 土 1,* .)， ,所 以 R = 2X. 


/mm = 1- + + ‘， |z| < 2r. 
e 1 / 和 和 

例 22 i 的 麦克 劳 林 展开 式 . 

解 下 施 原 点 最 近 的 奇 版 为 士 万 > ,所 以 R= 了 


xy 


没 /(z) 一 = = 之 cz, 则 由 e 和 cosz 的 展开 式 建立 恒 等 
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式 , 有 
上 1 十 可 十 站 2 二 | 
一 (co 十 C22 十 C4Z 十 | 一 六 2 十 i 十 | 
-+ [e+ 介 + -和 + 
比较 同 次 究 系 数 , 得 
co ，C -> Cc < 
? ”7 2° 4 24° , 
cr __ 3 2 23 4 , 
故 cosz 1 2 + 512 + ， |z| < x. 


注 ” 偶 函数 展开 为 的 宕 级 数 只 含 偶 次 项 .e* 和 cosz 都 是 偶 
函数 ,因此 -2 也 是 偶 函 数 ,其 系数 只 需 设 co,cs,c,,… 即 可 . 


COSZ 

10. 组 合法 : 

将 两 个 一 起 可 以 构成 一 个 复 函 数 的 函数 ,利用 欧 拉 公 式 组 合 
起 来 ,再 展开 为 震级 数 ,然后 根据 实 部 、 虚 部 间 对 应 关系 , 求 得 所 需 
展开 式 . 

例 23 将 esinx 展 为 > 的 客 级 数 ， 

解 。 因为 esinz 和 ecosz 均 在 复 平面 上 解析 ,将 它们 分 别 作 
为 实 部 与 虚 部 ,利用 欧 拉 公 式 , 得 | z 


ezscosz 十 ie*sinz = e*(cosz 十 isinz) 一 e 


《1 中 1 工 


| cos 到 十 isin 攻 } 
一 已 


一 (VE) | cos 亚 十 isin 交 > . 


同 理 ercosz 一 ie*sinz 一 et Y 


一 S) L(V )"| cos — isin 一 


>". 


4 
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e*sinz 一 NE sin 一 。 2 
将 两 式 相 加 后 除 以 2, 即 得 
e*cOsz 一 D3) cos 一 。 和， |z| 过 十 co， 


实际 上 ,一 个 员 攻 展开 为 震级 数 的 方法 是 多 各 多样 的 ，_ 题 色 
解 的 情况 更 为 常见 . 
esinz, 还 可 用 大 级 数 乘法 展开 : 
vainz -11Te+ 基 + 全 +|[ -到 + 全 
一 z 十 民 十 守 2 一 高 十 …， |z| < 十 ec 
化 为 指数 阴 数 ,有 
ezsiny 一 es 六 (er _ e-*) 一 - 六 [eate _ el 一 2)= ] 
1 d+ 一 (一 D)"， 
3 nl 
_ Sk /3 )? Snx/4) nn /4 
用 直接 展开 法 ,有 : . 
f'(0) = V2sin 下 ， 


CD = VDesin|z +t], 
f(z) = (Vv 2 )ze*sin| z+ | ， /(0)=( VB ysin 2 本 ， 


, f "(0) = (VY 2 )"sin . 


f(z) = (Vv 2 )"e*sin 
所 以 ”esinz 一 Si V2) /4 


开心 


三 、 利 用 器 级 数 展开 式 证 了 明 问题 
一 些 关 于 解析 函数 的 命题 .不等式 或 等 式 , 由 于 函数 解析 与 函 


数 可 以 展开 为 矫 级 数 等 价 这 一 观念 ,可 以 利用 函数 的 宥 级 数 来 证 


nn 
< 十 下 


|z| 过 十 coo. 
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例 24 利用 e 的 麦克 劳 林 级 数 , 证 明 : 

(1) 对 任 一 复数 =, 有 le 一 1| 志 ei 一 1 |zle”， 
(2) 当 0 二 |z| 过 1 时 ,地 |z| < 一 es 1 << 工 |z|， 
证 ” (1) 由 es 的 麦克 劳 林 级 数 知 


Ea 


2 之 
一 = 十 条 十 和 +|<l+ + 3 
2 
2 3 
< 人 + 轩 + 避 + 各 + ie 


(2) 当 0 秋 lz| < 1 时 ,有 
王 _-- 1 1 直 二 1 一 也 
le 11 世 lzll1+ 大 十 订 十 | (el — DIzl < Tz 


ie 一 11>> zl[1 一 圭一 妆 一 …| 
1 ， 1... 
= |z||3 [1+1++ 剖 十 前 十 | 


一 (3 一 e)jz| > 地 |zl. 
例 25， 试 证 黎 受 函数 
_ ~ 1 SS 一 zlnr 
“(z) = > 二 一 Dje (Inn > 0) 


A 二 1 n=r} 


在 点 z 二 2 的 邻 域内 可 展开 为 泰勒 级 数 , 并 求 收敛 半 径 . 
证 ”因为 |e-*"| 一 二, 所 以 级 数 》)e-*" 在 Re(z) 一 >1 
时 收敛 本 
对 任意 的 ze = Re(zo) > 1, 当 Rez > ze 时 ,|e- 和 | 一 = < 


工 .而 >) 二 是 收敛 的 (zs> 1), 所 以 > Je 一 5(z) 在 Re(z) 之 


ze 上 一 致 收 伍 ,5(Cx) 在 半 平 面 Re(z) > 1 内 解析 .于 是 ,在 点 zx 一 2 
的 邻 域 内 可 展开 为 泰勒 级 数 , 即 
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5(z) = D>) 2, 一 2)". 
由 维尔 斯 特 拉 斯 定理 ,有 
CI™) (> ) ~ | > et Cm) __ 之 /( 一 1)" (lng)"e™*™, 


x 二 1 


即 rm(2) = (一 DZ ny 


R= |2—1|=1. 
例 26 硅 1(z) 在 |z 一 al 二 R 解 析 , 且 fCM)| 二 MM, 证 明 : 
f(s) 一 > (0) (sa) | M(z — a)” 


pe RC(R— |z—al) 
(7 = 1 2)， 
证 因为 f(z) 在 |z—al 二 及 解析 ， 所 以 有 


f(z) = > 厂 吧 Ca) 


是 xz0 


于 是 le- 文王 ee Ce 


na 0 
(有 
< D4 Pope 一 a) | (利用 柯 西 不 等 式 ) 
Raw nt 1 
< >, 总 (一 
hm 十 1 | . 
_ n 十 1 
Mz a | Iz—al=R. 


例 27 ei 数列 {c,} 定义 为 :co = 0,ci 一 1， 
Co 一 1 >** C= Cn—l 二 Cn—2 (n —= 2,3,** “) ,证 明 :Cn 是 一 有 理 函 数 
的 泰勒 级 数 的 系数 ,并 确定 c, 的 表达 式 ， 
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证 因为 际 c。 外 ,cs 之 0, 所 以 数列 {c,} 单调 增加 , 且 c. 二 
2C, 1 (n -之 2) ,于 是 
0 < 一 cv 和 过 2c， R=2 7 (全 1)， 


即 V |c,| 之 2, 由 根 值 法 知 , > )csz" 收 化 半 径 情 之 广 . 


设 f(z) 一 > cz,jz| 二 R, 则 


你 Se 1& 一 So 一 〈co 十 ciz) = f(z) 一 之》 


让 == 愉 


而 Se 2 一 之 De 一 wD er 一 zf (z), 


De 12” 一 2 Se ”1 ~ zf (z)., 
于 是 f(z) — z= 2zf(z) 二 zf(z)=>/f(z) = pt 
所 以 ,f(z) 是 z 的 一 个 有 理 孙 数 . 
展开 f(z) 可 得 
(2) = 
19 [一 zGC1 十 5)72][1 一 z(1 一 5)72] 


声 Li=zat Y 5 )/2 -i py 
1 1 十 V5 1 一 V5)" 
-| | 一 | 2 | | 


下 


得 c = 2 . - [一 2) | n 一 0,1.2,.. 
”收敛 半径 等 于 f(z) 的 奇 点 到 原点 的 最 短 距 高 , 即 
z R= Ys 1 LD 


例 28 ”车 /(z) 在 全 平面 解析 (此 时 /(z) 称 为 整 函数 ), 且 
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re 2 


roo 


项 式 . 


f(z) = je |R| <+ co. 
由 柯 西 不 等 式 


< MG) = max lf (z)1), 则 f(z) 是 不 高 于 n 次 的 多 


M 
[ca | < 人 


当 k 之 wn 十 1 时 , 令 k 二 n 十 p (p> 1, 有 


9 & 一 0 Le 


hm rer? r” = C0- 
所 以 , 当 训 之 nn 十 1 时 c= 二 0, 即 f(z) 是 不 高 于 nn 次 的 多 项 式 . 
例 29 车 f(z) 为 整 函 数 , 整 数 NN 二 0， Blim /2 = 4>0, 


则 fz) 是 关于 z 的 > 次 多 项 式 . 
证 因为 f(z) 是 整 函数 ， 所 以 


f(z) = Do, |z| 到 十 co. 


令  g(z) = 2 = 六 i = erre ， 


天 am 和 


则 g(z) 有 £(0) = cw. 
又 ,0 < 
So， 身 刘 维尔 定理 C2， -一 (0) : =— CCN. 所 以 


f(z) _ 二 == -Doe 


并 E 习 


例 30 为 什么 在 区 域 jz| 二 R 内 解析 且 在 区 间 (一 R,R) 取 实 
数值 的 函数 F(z) 展开 为 z 的 害 级 数 时 ,展开 式 的 系数 都 是 实数 ? 
解 ”因为 当 z 取 实 数值 时 ,f(z) 与 f(z) 的 泰勒 级 数 展开 式 
是 完全 一 致 的 . 而 在 1z| 二 R 内 ,f(z) 的 展开 式 系 数 是 实数 ,所 以 
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< M,lz| < 


在 |z| 二 R 内 ,f(x) 的 震级 数 展开 式 系 数 也 是 实数 . 
例 31 勤 襄 德 (Legendre) 多 项 式 定义 为 如 下 展开 式 的 系数 
P,(Q): 


(一 2az 十 z2)-12 一 1 十 > ,PCa)z"， 
4S=1 


求 Pi(a), Pla) ,Ps(a) ,Pa). 
解 ”利用 (1 十 z)” 的 展开 式 展开 (1 一 2az 十 z*), 有 
(1 一 2az 十 22) ?= [1 (2az — xz)? 


一 1 十 十 (2az 一 2) 十 立 (2az 一 22 
十 (2az 一 = 十 18(2az 一 =2)4 十 … 
一 1 十 az 十 方 (3 — 1)z’ 十 方 (5q 一 3a)z- 
十 二 (35c 一 300 十 3)z* 十 …， 
所 以 Pi(a) = a, Pala) 一 去 (3o 一 1)， 
Pala) = F508 — 30), PCa) 一 (350t 一 300: 十 3)， 
例 32 契 比 雪夫 (Chebyshev) 多 项 式 T,(z) 被 定义 为 下 列 素 


勒 展开 式 中 w" 的 系数 : 
4—w’ _ ~ » 
4 4zzw 十 1 十 Tew » 
证 明 ， T(z) = 2! "coOs (narccosz). 
证 令 z 二 cosb, 当 [wl 足够 小 时 ,有 | 
wv JJ + 1 
4 一 4zr ow lie wi iie .wa 
_ °° Ww i n °° w n 
1+ | + 
= 1 + 5, CO 
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对 照 题 中 定义 式 的 右边 , 即 可 确认 


T,(z) = 2'™"cos (narccosz ). 


第 四 三 党 朋 级 数 


主要 内 容 


1. 一 个 在 某 一 贺 环 域内 解析 的 函数 展开 的 具有 正 、 负 短 项 的 
级 数 


一 … 十 cv(z 一 z0) "十 十 c_i(z 一 z0)-! 

十 ce 十 cikz 一 2Zo) 十 … 十 Ca( 之 一 Zo)” 二 2: 
称 为 洛 度 (Laurent) 级 数 . 一 个 函数 在 某 一 圆 环 域内 的 洛 朗 级 数 
是 惟一 的 . 


2. 若 对 于 点 z, 级 数 了 Vc,(z 一 Zo)” 与 yc_ (zs 一 zo) ”都 收 
伍 , 则 称 洛 朗 级 数 收敛 . 级 数 >\c,(z 一 zo)" 称 为 解析 (正则 ) 部 分 ， 
级 数 Dc- 一 Zo) 称 为 主要 部 分 . 


洛 朗 级 数 Zcolz 一 z。)" 的 收 伊 域 是 一 个 圆 环 域 :7 一 |z— zo 


二 R. 其 和 函数 f(z) 是 圆 环 域内 的 解析 函数 , 且 


_1 ff) 
Cn -一 DTri c CE 2 jrids, n= 0， 十 1， 十 PA 


其 中 C 是 圆 环 域内 的 绕 ze 的 任何 一 条 简单 闭 曲线 .c, 与 = 无 关 . 
圆 环 域 可 以 是 去 掉 圆 心 的 圆 域 0 < |z| 过 R, 也 可 以 是 去 掉 co 
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点 的 一 个 圆 的 外 部 RR 二 |z| < co. 洛 明 级 数 在 圆 环 域 内 绝对 收 八 ， 
且 在 此 圆 环 域内 任意 财 域 上 (内 财 ) 一 致 收 伍 . 


3. 洛 朗 级 数 六 (z 一 zxo) 在 收敛 圆 环 域内 ,和 函数 是 解析 


用 一 一 ec 


国 数 , 而 且 可 以 逐 项 求 积 和 逐 项 求 导 . 
4， 函数 f(z) 的 洛 关 级 数 展 开 
将 函数 f(z) 展开 为 洛 朗 级 数 的 方法 有 : 
(1) 直接 展开 法 “利用 系数 公式 


] (6) 
-二 5， 二 0, 土 1, 土 2,…， 


求 得 Cc, ;然后 瑟 出 洛 表 级 数 ， 
(2) 间接 展开 法 “利用 枉 数 的 泰勒 展开 式 , 通 过 代数 运算 、 
代 换 、 逐 项 求 导 和 逐 项 积分 等 各 种 方法 求 得 函数 的 洛 朗 级 数 ， 


疑难 解析 


1. 洛 朗 级 数 与 泰勒 级 数 有 何 光 系 ? 
答 。 洛 朗 级 数 与 泰勒 级 数 之 间 的 关系 是 一 个 既 一 般 叉 特殊 
的 关系 ,也 就 是 说 ,泰勒 级 数 是 一 个 特殊 的 不 含 负 事项 的 洛 表 级 


数 . 洛 朗 级 数 > (= 一 < 在 圆 环 域 :一 |z 一 zo| 二 R 上 收 伍 ， 


当 = 二 ovr = 0 时 ,c_。= 0, 洛 朗 级 数 就 退化 为 泰勒 级 数 了 ， 

在 一 般 情 况 下 , 洛 朗 级 数 的 解析 (正则 ) 部 分 就 是 一 个 普通 圭 
级 数 . 而且 ,可 以 利用 一 些 函 数 的 泰勒 展开 式 来 求 函数 的 洛 朗 级 
数 . 因此 可 知 , 洛 朗 级 数 与 泰勒 级 数 存 在 着 密切 的 相依 关系 . 


2. 在 洛 朗 定理 中 ,系数 c, = 去 中 一 过 人 df. 为 什么 不 


2nl jc (8 一 zo) 1 


Cm) 
能 像 泰 勒 定理 那样 ,利用 高 阶 导数 公式 使 得 c, 一 全 -< 呢 ? 
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答 ”在 泰勒 定理 中 ,因为 /(z) 在 xzo 的 邻 域 中 解析 ,所 以 可 以 
在 收敛 圆 域内 应 用 高 阶 寻 数 公式 , 求 得 


] fC) 1 ZI (n) 1 po ~ 
人 


但 在 洛 朗 定理 中 , 却 会 是 : 
(1) 在 之 0 征 f(z) 的 奇 点 ,， 则 f° (C20) 不 存在 . 
(2) 奉 zxo 不 是 jz) 的 奇 点 ,因而 f(z。) 存在 .但 在 |z 一 zo| 


< 内 可 能 还 有 奇 点 ,此 时 积分 天 中 6 二 rid$ 也 不 等 于 


rAd (之 0 ). 


(3) 仅 当 f(z) 在 |z 一 zo| 二 R 内 处 处 解析 , 则 由 于 (z 一 

z0)"-1f(2) (n= 二 1,2,…) 在 C 内 处 处 解析 ,由 基本 定理 ,有 
c= a Ez)" 0. 
这 时 , 洛 朗 级 数 成 为 泰勒 级 数 . 

3. 试 说 明 育 点 与 洛 朗 级 数 的 关系 . 

答 ” 奇 点 有 两 类 ,一 类 是 f(z) 的 奇 点 ,一 类 是 f(z) 的 洛 朗 级 
数 的 负 短 项 的 奇 点 .我们 分 别 进行 讨论 . 

右 孙 数 f(z) 在 lz 一 zo| 二 R 内 只 有 一 个 奇 点 zo, 则 f(z) 可 
以 在 0 过 |z 一 zo| << 尺 内 展开 为 洛 朗 级 数 . 其 主 部 反映 f(z) 在 厅 
点 zo 处 的 特性 ,十 分 重要 . z 

zo 是 函数 f(z) 在 圆 环 域 >< |z 一 zo| 二 R 内 的 洛 朗 级 数 的 
负 需 项 的 奇 点 ,但 zo 不 一 定 是 f(z) 的 奇 点 . 如 对 于 函数 /=) 一 


1 
(= 一 DC =1， 2 是 f(z) 的 奇 点 ,但 在 圆 环 域 1 < |z| <= 
2 和 2 < jz| < 十 co 内 ,= = 0 是 各 负 等 项 的 奇 点 ,而 不 是 f(z) 的 


奇 点 . 对 于 f(z) 二 ze” ,zo 二 0 是 函数 奇 点 ,在 圆 环 域 0 二 iz | 一 
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十 ce 内 的 洛 朗 级 数 的 负 知 项 的 奇 点 也 是 图 环 域 中 心 . 
4. 函数 tan(1/z) 能 否 在 圆 环 域 0 二 |z| 二 六 内 展开 为 洛 明 级 
数 ? 
答 。 不 能 .z 二 0 是 tan(1/z) 的 奇 点 ,但 
tan(l1/z) = sin(1/z)/cos (1/z) 
的 奇 点 有 无 穷 多 个 . 除 z 王 0 外 ， 


之 上 一 [La k=0, 土 1,…… 
都 是 tan 二 的 奇 点 . 当 & -> co 时 ,xx 一 0, 所 以 不 存在 一 个 去 心 邻 域 


0<1z1<R, 使 tan 二 在 圆 环 域内 解析 ,从 而 不 可 能 将 tan 二 在 


0 二 |z| 二 RR 内 展开 为 洛 朗 级 数 . 

5. 怎样 理解 /(z) 的 洛 朗 级 数 “ 惟 一 性 ”说 法 ? 

答 ”函数 f(z) 的 洛 朗 级 数 的 惟一 性 指 的 是 ,同一 函数 在 同 
一 圆 环 域内 的 洛 朗 展开 式 是 惟一 的 . 因为 函数 f(z) 的 奇 点 可 能 不 
止 一 个 ,因此 使 f(z) 解析 的 圆 环 域 也 不 止 一 个 ,于 是 函数 f(z) 在 
不 同 的 圆 环 域内 可 以 有 不 同形 式 的 洛 朗 级 数 , 这 与 F(z) 的 洛 朗 级 
数 “ 惟 一 性 ”说 法 是 不 矛盾 的 . 


例如 , 表 数 /(z) 一 汪 守 二 > 有 两 个 奇 点 x1 一 1 与 < 一 


在 | | < 1 内 ,J (2) 一 > | i — 1}; 


在 1< jz| < 二 2 内 ,f(z) = 人 >， i 十 > 2" 
n= 人 0 n=—1 


在 2 之 1z| 之 二 吕 内 ,f(z) = > 1++ = 时 一]=， 
n=—1 


On 十 1 
可 见 迁 不 同 圆 环 域内 ,有 不 同 的 洛 朗 级 数 ;但 在 一 个 圆 环 域内 只 有 
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惟一 的 洛 并 级 数 ， 
万 法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


如 同 水 数 /(z) 展 为 窜 级 数 有 直接 展开 法 和 间接 展开 法 一 样 ， 
盟 数 展开 为 洛 开 级 数 也 有 直接 展开 法 和 间接 展开 法 . 一 般 都 采用 
间接 展开 法 ,因此 比较 简捷 .但 是 ,在 未 指定 圆 环 域 的 情形 ,首要 的 
是 先 确定 1(z) 的 所 有 奇 点 以 及 所 有 圆 环 域 ,再 确认 在 圆 环 域内 是 
否 可 展开 为 洛 表 级 数 (如 疑难 解析 4), 最 后 才 进 行 洛 朗 展开 ， 

一 、 和 直接 展开 法 的 运用 


直接 展开 法 的 关键 是 计算 < 一直; 中 zp 二 sid$， 因 此 , 积 


分 的 技巧 是 更 好 地 计算 ,读者 要 利用 第 二 中 生计 函数 积分 的 
技 玉 做 好 的 计算 . : 

: 例 1 将 /f(z) = e"" -yon 展开 为 洛 关 级 数 ， 

解 = 一 0 是 jz) 的 惟一 奇 点 ， 所 以 7Cc) 在 9<< 1=|<<o 角 
析 , 可 以 展开 为 洛 朗 级 数 . 

不 妨 取 C 为 lz| = 1 则 在 C 上 ,z = = e ,0 CO 27 ,于 是 


0) 一座 


1 6) 加 1 2x pale -ee /2 


an pid ga), err ie'dl 
一 去 | cos (asing - 一 n0)d68 十 去 |、 sin(asinl 一 20)d0， 


令 t= 二 2x 一 05 则 0 = 2 一 1t,d9 = 一 di. 于 是 
| sinCasing —n0)d9 =| sin[asinC2x —t) —nC2n —t) JC—dt) 
= 一 | sinLasins 一 ntjdt, 
即 | sincasing — x0)d9 — 0. 
从 而 c 一 去 | cos Casing —n0)d0，n 二 0, 十 1,… 
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一 


< 一 ec (ay = 于 | cosCasing _ 20)d6 
| 
被 称 为 第 一 类 贝 塞 尔 (Bessel) 困 数 . 


例 2 ” 求 函数 /(z) 一 sin| 2 + 加 的 洛 朗 展开 式 . 

解 ” f(z) 只 有 惟一 奇 点 z 王 0, 所 以 在 0 二 jz| 天 ce 内 解析 ， 
可 以 展开 为 洛 朋 级 数 . 

取 C 为 |z| 王 1, 则 zz 一 edz 一 iedg 0 牵 9 过 27. 

。 二 = | sin(e” + e™*) 


(Kei (eB)rtl 


sin(e + e )wgg 


l 


一 苏 | ei sin (2cos0)d0 


一 去 | cos710sinl2cosl0)dpb 一 去 | sinntsin (2cos0) do6. 
2 时 

| sinnGsin (2cos0)d0 一 | sinnGsin C2cos0)d0 = 0 ， 
0 一 叶 和 


而 
故 c, = 去 | cosnbsin(2cosg)db， 72 一 0, 十 1,.… 
0 . 


十 oo 
F(z) = > er". 


下 一 心心 


村 


例 3 在 0< 1z|< 十 co 内 ,将 A(z) = 与 展开 为 洛 朗 级 数 . 
解 ”f(z) 在 复 平面 上 除 = 一 0 个 各 处 解 条 故 可 以 在 圆 环 域 
0 过 |z|: 达 -co 上 展开 为 洛 朗 级 数 . 
“- 取 C 为 lz|=p 0<p< %), 则 
=- 二 《4 
Da 
当 n < 一 3 时 ; w/e 在 C 上 入 人， 此 时 c= 0; 当 > 2 
高 阶 导 数 公式 ,有 - 二 : 站 


c= lad] 
2 5 rg gre] 
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于 是 f(z) 一 十 十 二 十 小 十 襄 十 于 十 … 
例 4 若 f(z) 在 RK 二 1z| 二 十 内 解析 ,在 RR' < |z| 
二 十 co 内 有 界 , 则 f(z) 的 洛 朋 展开 式 如 下 : 


f(z) = >) ， lIz| 之 RR. 


证 令 z 一 去 , 则 g(6) 一 外 去 | 在 贺 环 域 0 < 18| < 去 内 


E 
解析 ; 当 0 < | 二 志 CR 之 R) 时 ,lec91=|/[ 二 | 于 


是 ,在 0< 人 | < 广内 ,有 


cv| = 


1 1M ] 
on 中 Gd | < 0< p< 


于 是 nn 二 0 时 ,|c,| 过 各 0 (p>0), 所 以 ec, = 0 (nn (< 0). 
令 g(0) 一 co, 则 


g(0) 一 >)ct，| 引 二 去 
n= 必 


代 回 , 即 得 
jz) = 可 过 = DS, lzl>R. 
二 .间接 展开 法 的 运用 


函数 f(z) 有 


分 法 


等 . 在 这 里 ,我 们 不 和 详细 分 关 ， ,因为 一 个 函数 在 不 同 回环 域 中 展 
开 时 可 能 不 用 同一 种 展开 法 ,有 时 在 一 个 圆 环 域内 展开 为 洛 朗 级 
数 还 要 用 几 种 方法 . 读者 应 注意 例题 中 使 用 的 方法 以 及 方法 之 间 
的 衔接 ,这 将 是 有 益 的 . 
1. 代 换 法 
* 246。 


、4 


例 5 将 f(z) = -3 一 一 展开 为 洛 朗 级 数 . 圆 环 域 为 : 


(1) 0 二 |z—!1|< 二 1; (2) 1 过 |zC—1i| 过 十 oo. 
_1, 1 _/1l)_l 
解 /1 z) = = 之 一 1 之 之 一 丰 


1] 1 1 1 1 


= 二 > (一 了 7 二 | = 1 全 "z —D)",0<lz—il<l. 
Hn 二 0 月 一 站 
x Ll -1 1 
之 tii zilt+ti/(z—) 


= i D"| 一 | = Dimz — i)- "| 


内 三 必 
1 = |zC—i| 二 二 oo. 
(1) 在 0 二 |z 一 i| 二 1, 有 
上 


22 一 全 | = 一 2 (z —1)"!, 


ns 二] 


re = Dn 一 Do 


= 1 


Sp pe 0 一 lz 一 计 <1. 


星 一 一 上 


2 


二 一 上 | = SO 十 Di"(z —1) 一， 
1 
2 


n= 从 


f(z) = 生计 


SO 十 1 这 (= — 


A 人 0 . 
一 3 


= 之 ) (一 2 一 2)irze+5(z 一 D，1<|z 一 让 <oo. 


天 三 一 9 


本 例 在 使 用 公式 


一 的 同时 ,还 使 用 了 逐 项 求 导 法 


例 6 将 f(z) = 一 展开 为 洛 朗 级 数 圆 环 域 为 : 
(1)0<~ |z—3|<=2; (2) 2 之 |zC~—3|<+ co; 
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(3) 0 过 |z—1|<= 4; (4) 4 二 |z 一 1| 二 十 02. 


解 也 式 , 首 先 要 将 f(z) 在 给 定 圆 环 域 
内 变形 ,使 含有 (z 一 zo), 且 jw 和 < 1, 然 后 依 公 式 展开 . 
-1 1 
(DI) TT 
-1 1 1SIz 一 3 
一 21 一 公 一 3)[/2 >| 2 | 


-一 es ? 0<|z 一 3| < 王 2. 
n=0 


(2) 1(z) = 


1 ] .1 
31-2/(z—3) 2 3 
= 2 a 2 < |z—3|<+o. 
在 题 (1) 分 母 的 两 个 因 式 2 和 (z 一 3) 中 ， 2 的 模 大 ， 提出 2, 则 
1(z 一 3)/2| 二 1; 在 题 (2) 分 母 的 两 个 因 式 2 和 (z 一 3) 中 ,(z 一 
3) 的 模 大 ,提出 (z 一 3)， 则 |z/(z 一 3) < 1. 这 是 今后 解 题 中 必 
须 注 意 的 ， 


__ 1 _ 1 
(3) f(z) = os = 
_ 1 .， 1 1 [于 
一 4 | 4 2 4 
-一 六 和 二 六，0<lz 一 11<4 
n= 0 . 
jw 
(4) 71) 一 5 一 一 2 1 ~ 4/(z—1) 
Lf 4 4 
es >) 二， 
1<|z—1|<+o 
2. 部 分 分 式 法 
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当 /(z) 为 有 理 分 式 函数 时 ,可 先 分 解 /(z) 为 部 分 分 式 ,然后 
再 用 公式 法 或 其 它 方法 展开 为 洛 朗 级 数 


1 
例 7 在 1<|z|<3 内 ,将 /(z) = Tr 一 J)tE 一 55 展 开 为 
洛 朗 级 数 . | 
解 “分 解 1(z) 为 部 分 分 式 , 再 逐 项 展开 . 
1 /zt 十 3z’? 十 9z? 十 27z 十 81] 1 
f(z) ee | 
四 
加 -| 
TS 
-aL 2 


一 TS 
242 过 


8 1 1 1 
十 吝 + 训 + 祈 ++ | 一 


1 
1 马 训 |] 


i 十 i 十 -RH 十 -1 十 a 十 |. 


9 27 


zt! 十 Ex 十 wnt3 十 到 54 十 和 TT 上 


8 将/(z) 一 Cr DGE 一 本 在 1< lz1<2 及 lz|> 
开罗 


1 

解 (z? 十 1)(z 一 2) 

=—1-2.1 ,~—1l+2.1. 1..1 
: > 十 1 10 z 一 1 10 5 zz—2. 
(1) 在 1 一 lz| 过 2 内 , 洛 朗 级 数 为 

一 1-2 1 
/2) 一 一 10 z(] 十 jz) 

+ 二 + 二 2 l _1 |]1 


"10 . zCl~i/z) 10 (1—z/2). 
1 \ 


和 10 va 二 1 


用 一 人 
一 1 十 2 "lz 
十 10 > ?十 ] 和 之 On 


天 一 用 
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1 CD 2 一 1)” 12z 
一 1>, tl 十 襄 之 ， 之 2 mT On 
(2) 在 交 之 2 内 , 洛 开 级 数 为 


_ 二 1 一 2. 1 + 二 1 十 2 1 
f(z) = 10 xz(l1 十 1 /之 ) TT 10 z(l1 — 1/z) 
1l 1 
下 5z (1 一 2/z) 
(一 1 ye?*+1 一 
一 二 > + > -十 $2 2 z"t1° 


例 9 将 f(z) = 1 |a | 


(1)0< lal<|zl < 12|; (2) |z| > 101. 
解 (1) 在 0 二 lcl 雪 jz < 16| 内 ,有 


1 -1 | __ 1 

(z C— a)(z— 2b) 二 | 二- :一 
-ti 1l 1 
“a— ke 一 a/z)z + (1C— 05 
ly Sa 
和 a = z"+1 十 之 ， zr | 


(2) 在 |z| 之 12| 内 ,有 
1 1 


一 


人 z 一 0)(Z 一 D) a—b 


fr 1 1 
“a— Ere 一 a/z) + z{1 一 B77) | 
] Tap 


例 10 将 f(z) = 下- 展开 为 洛 朗 级 数 , 圆 环 域 为 
(1)0<< jz 一 放 <2; (2) 2 二 jz 一 让 < 去 十 coi 
(3) 1 < |z| 过 十 co， 


解 1 Ta 


(1) 在 0 二 Iz 一 i| < 过 2 内 ,有 


1 ， _ 1 ,1 
1(2) i Ti aA) T+ 7 


_1~ 加 (zz 一 站 "1 
一 让 之 (一 1 
(2) 在 2 二 |z 一 i| 过 十 避 内 ,有 
fiz) = i .1 ] 


zz 一 1 2 十 zz 一 1: (z 一 D 1 二 2i/(z—1i) 
1 (一 20” C1)" (C2)" 
-= G2 -2 (z 一 1 
(3) 在 1 和 lz|<<coe 内 ,有 


1 -11 
jz) = 去， > "| 二 | 


之 (一 ze z 
例 11 求 /(z) = a 
(z 一 2)(z 十 1)7 
的 清明 展 于 下 
1 _. 
解 f(z) 一 二 一 ,所 以 
在 1 二 |z| 二 2 内 ,有 
1. 2 
f(z) 一 2 1—z/2 xz: 1 十 17/z: 
LSIz _ 25/ 1) 
2 人 人/\2 $2)| | 
= 22)(- 1 )"+3 ze 一 2 Fr 
加 在 0 二 |z 一 2| 二 V5 内 ,有 
1 ./ 1 1 
/(2) = | 5 一 
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] 1 
一 | 1 十 (zz 一 2)/(2 一 了) 
人 l | 
2 二 i 1 t/t+D 


"(ZC 1 2 

一 1 人 i297 1) (2 十 1)"*+!1 

加 ,2 十 1 一 (2 一 1 

= -一 十 + ] ) oz 

3. 代 换 法 

例 12 求 函 数 jz) 一 时 ”在 2<|z| < 十 ce 内 的 洛 朗 展 
开 式 . 


一 2) 


解 ” 令 z= 一 , 则 f(z) 一 6 ”一 了 人 一 0 为 解析 点 ， 
Pt 在 |t| 二 5 内 解析 . 

pt) 一 el/ (CI 二 20 ， PC0) 一 e， 

g(t) = C1] 十 Fa) : : 9 (0) 二 一 2e， 


7 一 a + 2 + I 二 qa) go = le 


剖 和 要 


所 以 Ft) 一 e[l ~ 2t + 6t: — #1 之 二 ， 


即 f(z) =ej1 一 过 二 总 一 ……|]，2< lzl1<+e 


例 13 将 f(z) 二 e095 在 1 过 |z| 过 十 oo 内 展开 为 洛 朗 级 
数 . / 四 


人 


而 := 一 一 在 1< |z| 二 十 ce 内 的 展开 式 为 
* LDL。 


1 -二 上 . 1 __l1 1 1 . 
1—z xz 1 一 1/z | 1 十 过 十 去 十 


所 以 ,代入 可 得 


4. 利用 麦 级 数 展 开 式 法 
例 14 。 求 函数 f(z) = sin = 一 


7 在 0 二 lz 一 1| 十 co 内 


的 洛 朗 级 数 . z 
解 在 0 二 |z 一 1|< 二 二 oo 内 ,有 
_.:、 多 1 
f(z) = sin z—1- sin| 1 十 一 一 了 
二 sinlcosz 一 T 十 coslsinz 1 利用 sinz ,cosz 的 者 级 数 ) 
[1 1 
| sinl| 1 — -Ht Ney + | 


-1 _ 1 . 本 1 2 ,| 
+ eosl[s —1 Et eit | 


sinlt yt 
tO gn 
+ (~ VT De Dm 
5. 其 它 展开 方法 、 
例 15 符 /6) 二 2 二 马 在 0 二 [一 11 1 内 展开 为 


朗 级 数 . | 
解 因为 /C2) 二 点 。 In(2 一 ,所 以 由 
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-Se 1)"(z 一 1)”， 


1 

z -ITD A 
1 1) _ 月 o nO—1 
方 二 | 一 > 1)"n(z — 1)” 


= > (一 1)"(a 1)(z— 1)", 
天 过 昌 


ln(2 一 z) 一 lnl[1 一 (zz 一 1 二 | 
D3 iD lz—1l<l, 


下 一 站 


1 二 


得 ”f(z) = -上 -> (一 "Cn 1)(z C— 1)" 


。 PEt — 1)"+!i 
一 一 SC 1)"(a 十 1)(Cz 一 1 Bm jz 一 1) 
一 一 《一 (大 1) 一 地 二 一 《z 一 1), 
SS T 二 pi 
0 二 1z—1| 三 1. 


其 中 用 了 等级 数 的 乘法 公式 
向 16 求 cotz 在 0 二 ]z| < 的 洛 朗 展 开 式 . 
解 因为 cotz =.22sz 是 奇 函 数 , 所 以 cotz 的 洛 记 级 数 只 全 


sinz 


奇 次 项 . 于 是 ,用 待定 系数 法 ,有 
，_ cosz _ 1 一 z/2! 十 z /4! 一 … 
[3 十 15 一 
十 2iz 十 bs2’ 十 六 zs 十 …， 


一 六 iiz 
2 4 2 
BP 1 57 41 6 
2 b- 


比较 等 式 两 边 同 次 宕 系数 ， 得 
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bl ] 
"2 
pb) b-! _1 
ar a 
bs bh 2 工 
bs 3 Ter 1 61， 
4 < 
解 得 p_ 一 1，4 一 3， 03 一 fe Os 945? » 
于 是 ,在 0 二 |z| 过 "内 ,有 z 


cotz = i lo 
z 3 45 945 


例 17 将 f(z) 一 一 _ 在 0 < |z| < 十 co 内 展开 为 洛 朗 级 数 
解 六 数 了 (长 了 除 式 略 ) ,有 


e ll J, ... 
e*— 1 l + 7 —1 =11 ate/ t 
1 
z 1 十 z/2 十 2z:/6 十 z /24 十 xz*/120 十 … 


-1+1+1ltz -总 上，0< |<+o 
本 例 亦 可 用 例 16 的 方法 展开 . 
例 18 设 C 为 正 向 圆周 |z| 一 3， RB fe 的 值 , 设 
f(z) 为 : 


1 之 十 2 
(1) zz 十 2)” : (2) zz 十 1) 
1 1 
(3) zt 1 (4) ZF DEF 
解 先 将 f(z) 展开 为 洛 朗 级 数 , 再 利用 积分 
中 dz 加 2rl， nn 二 0， 
(< — zo)"tl | 0 ， n -天 0， 


lz 一 z0| 一 
“<59。 


在 jz| > 2 内 处 处 解析 , 洛 关 展开 式 为 


CD ze TD 
一 
ZzZ( 之 十 2) Lz zl 十 2/z) 

= 到 | 去 一 此 十 吉 十 省，2< zl<+oo 


而 |z|= 一 3 在 2< jz| 天 十 coe 内:c_-: 一 0, 故 
中 Feedz 一 2rlc_; = 0. 


2 二 和 在 1 < |z| < 十 co 内 处 处 解析 , 洛 朗 展开 式 为 


(2) zz 二 1 
_Zz 十 2 __ 1 <|=1_ ll 
z(z 十 1) = 二 il 1 十 过 z TFIA(l+ 

1 | 1 

一 去 十 喜 一 着 2 1< lzl <+ ~ 


而 |z| = 3 在 1 一 |z| < 十 oo 内 ,ce 二 主 , 故 - 
ff ~ 2nic_, = 2ri. 


(3) ze ty 在 1 一 |z| < 十 co 内 处 处 解析 ， 洛 朗 展开 式 为 


1[- 1 ] -==11. 1 
z(z 十 1)” 2z 1 二 z Lz 1 十 ij/zJj … 
一 1r1l ] ，】] 
-+ 
| 2 3 
tt 


而 |z| = 3 在 1< |z| 之 十 吕 内 ,ci = 0, 故 
of/ am 。C_1 一 0. 


(4 1) 在 2 < 加 < 十 ce 内 处 处 解析 , 洛 妥 必 


开 式 为 
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之 一 z| ] 1! |= 1 ] 
(z 十 ])z 十 2) zz 十 1 > 十 2 1 二 1/z 1 十 2/x 


二 一 上 十 让 一 …， 2 < |z| < 十 co， 
之 之 之 


人 而 | z| 二 3 在 2 二 |z | < 十 ce 内 ，c_; 一 1, 故 
中 Feedz 一 2rl 。C_1 一 2T1， 


例 19 计算 积分 中 ( x)dz. 其 中 CC 为 |z| 一 1 内 任何 一 


条 不 经 过 原点 的 简单 闭 曲 线 ， 

解 ” z= 十 十 土 十 了 zw", 由 上 例 所 举 积分 知 ,对 也)z 
进行 逐 项 积分 ,得 
中 [3 1 十 二 十 2 二 0 十 2xl 十 0 = 27rl， 


|=|=1 


三 .关于 洛 朗 级 数 的 证 明 题 
利用 函数 的 洛 朗 展开 式 来 证 明 问 题 ， 首先 要 考察 在 所 给 条 件 


下 ， 函数 是 否 可 以 展开 为 洛 朗 展开 式 ， 然后 将 函数 展开 用 展开 式 
来 证 明 问 题 . 

例 20 证 明 : Fe In- 
天 级 数 . 

证 … 作 代 换 Li 


不 能 在 < 一 的 邻 域内 展 为 洛 


l 6 .i 

/f(z) = In = ln sy Fe 
=1nl6| — ln|1 ~— $6| + ilargt —arg(l— pl 

因为 了 《一 0 0 是 奇 点 ， argz 在 负 实 轴 上 间断 ， arg(] 一 9 在 负 实 轴 上 

连续 ,所 以 arg$ 一 arg(1 一 名) 在 负 实 轴 上 间断 ,而 在 $= 0 的 任意 

个 守 有 站 部 有 抽 科 各 上 的 点， 于 是 $= 0 不 是 孤立 柯 点 ， 因而 在 > 


= co 的 邻 域内 不 能 展开 为 洛 朗 级 数 . 
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例 21 如果 A 为 满足 关系 & 二 1 的 实数 ,证 明 : 


Sn 四 sing 
>t sin(n + 1)0 = 7 opcosg TF ke 
coSsO 一 


之 从 COS (A 十 100 -一 ] — ?Acos6 十 he 


证 当 |z| 盖 £, 且 :二 1 时 ,有 
1 1 1 
zk i > 


i pb” 
= ) ~"tl * 


天 二 六 


信之 一 ei , 则 | z"t!i 二 cos(n 十 1)0 isinGn + 1)0, 于 是 
> k” > k” 
< zf+l A cos 人 2 十 1)0 十 isin(n 十 1)0 
一 > "cos(2 + 1)0 ~ isin(n 十 1)0]. 


_ ] 

_ 说 _ 1 -和 _~ 一 
父 zo—k te 1 cosl 十 1lsing 一 & 
(cosl 一 有 R) 一 ising . 
“1— 2kcos0 十 k? 


比较 两 式 的 实 部 与 虚 部 , 即 得 所 证 等 式 , 


例 22 证 明 ; 在 0 二 |z| < 十 时 ,有 
1 
chl z 十 二 =o+ D(x 


n==] 


其 中 c， 一 二 | cosnbeh(2cos6)d0g， 7 一 0， 士 1 
证 | 了 =| 


< co 内 ch| 十 到 | 可 展开 为 洛 朗 级 数 . 


1 ch(z + 1/z) 0 
“一 让] dz (e002 


加 ] T ch (el + e~*) 
和 二 | eol de 


去 | ch C2co0s0) (cosnO 一 isinng)d0. 


但 | 


所 以 C， 一 于 | cosnbeh(2cosg)d4g 
例 23 车/z) 在 任何 一 个 包含 单位 圆周 > 一 e (0 委 0 委 2r) 
的 圆 环 域 上 解析 ,将 f(z) = Fe2) 视 为 0 的 函数 时 ,证 明 :zx) 的 
洛 朗 级 数 是 f(e") 作为 0 的 函数 的 傅 里 叶 (Fourier) 级 数 . 
证 ”因为 在 |z| = 1 上 ,f(z) 的 洛 朗 级 数 为 > ， cz 


HC—— 


f(z) = fle”) = Sew = 6+ Zeer 十 c_,e 


HE 一 


二 co 十 SLe, 十 c_,.)cosn0 十 ic, — c.,)sinn0], 
n=] 


1 f C5) 1 fii 
其 中 ”27 lzl=1 和 = 去 |。 fle ye "db 
车 记 a 一 2c 一 去 一 | /edb， 


a = cs 十 c-。 = 支 | Je )(e” + er™)do 
= 了 fle*)cosn0d0, 
b. = i(e, 一 cn) = 一 | Je )(e” 一 ed0 


=- 去]. f(e*)sinn0do, 
于 是 ， fz) = fle”) 为 关于 0 的 传 里 时 级 数 ， 即 
fle") = 了 十 > (a cosn 十 b sinn0). 


n=l.: 
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第 五 章 留 数 


本 章 在 讨论 解析 函数 的 孤立 奇 点 的 基础 上 ,重点 讨论 留 数 定 
理 及 其 应 用 ,并 对 对 数 留 数 、 辐 角 原 理 作 了 介绍 . 


第 一 节 孤立 奇 点 


主要 内 容 


1. 抓 立 奇 反 | 

如 果 函 数 f(z) 在 ze 不 解析 ,但 在 z。 的 某 一 个 去 心 邻 域 0 << 
|z 一 zo 过 5 内 处 处 解析 ,那么 ze 称 为 F(z) 的 孤立 奇 点 . 

如 果 在 z。 的 任意 小 邻 域内 总 有 f(z) 的 其 它 桨 点 存在 , 则 zo 不 
是 f(z) 的 孤立 奇 点 ,而 是 f(z) 的 奇 点 的 极限 点 ， 

孤立 奇 点 分 为 可 去 吞 点 .极点 和 本 性 奇 点 . 

2， 可 去 奇 点 

如果 (<) 在 = 一 坟 的 洗衣 级 教 中 不 含 = -的 负 大 项， 则 称 
孤立 奇 点 z。 是 f(z) 的 可 去 奇 点 : 


如 f(z) 一 sinz 以 > 一 0 为 孤立 奇 点 ， 其 洛 朗 展开 式 为 


sinz _ 


i 
之 之 


3 2 
< 一 备 十 徊 一 一 1 一 务 十 徊 一 


式 中 不 含 < 的 负 敌 项 ,是 可 去 奇 点 , 且 lim 旦 一 1. 车 于 在 z 二 0 


点 无 定义 或 不 等 于 1, 则 只 要 重新 定义 z = 0 处 函数 的 值 ,使 其 等 
。260。 


于 1 , 奇 点 就 可 去 ,/(z) = sa 就 在 = = 0 解析 了 . 

以 下 三 个 条 件 是 等 价 的 ， 

(1) z 二 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 和 f(z) 在 z 的 洛 朗 级 数 不 信 
Zo 的 负 帮 项 ，; z 

(2) z 一 zu 是 jz) 的 可 去 奇 点 对 lim/ (>) 存在 ; 


(3) = 一 so 是 /(z) 的 可 去 奇 点 全 Sf(z) 在 zo 的 某 去 心 邻 域内 
有 界 . 

3. 极点 z 

如 采 1(z) 在 zo 的 洛 表 级 数 中 只 有 (z 一 zo) 的 有 限 个 负 窒 项 ， 
则 孤立 奇 点 zo 称 为 极点 . 若 负 守 的 最 高 项 为 (z 一 z。)- “, 则 zo 称 为 
m 级 极点 . 

与 之 等 价 的 条 件 是 :z 是 f(z) 的 极点 人 limf(z) 一 o%. 


4. 本 性 奇 点 

如 果 f(z) 在 zx 的 洛 朗 级 数 中 含有 (z 一 0) 的 无 穷 多 个 负 客 
项 , 则 孤立 奇 点 zo 称 为 本 性 奇 点 . 

与 之 等 价 的 条 件 是 ;z。 是 /(z) 的 本 性 奇 点 > limf(z) 不 存 


在 且 不 等 于 co. 

在 本 性 奇 点 的 邻 域内 ,f(z) 具有 以 下 性 质 z 

(1) 维尔 斯 特 拉 斯 定理 ”着 z = -是 Fa) 的 本 性 奇 点 , 则 对 
于 任 一 复数 zw。 及 任 给 的 s 盖 0 任意 的 >>0, 在 区 域 0< |z 一 zo| 
和 了 中 必 人 在 一 点 zx ,使 得 | jz ) 一 zol < 

推论 ”在 任意 一 个 圆 环 域 0 过 |z 一 zol 二 了 中 , 必 存 在 序列 
《2， ) ,使 lim f(z) -一 也 0， 


(2) 毕 卡 (Picard) 定理 ”解析 函数 f(z) 在 本 性 奇 点 = 一 z。 
的 任何 邻 域 内 ,能 够 取 任意 一 个 有 限 值 ( 复 数 ) 无 穷 次 ， 至多 有 一 
个 值 例外 . 
5， 畏 数 的 零点 与 极点 的 关系 
"2Z61* 


不 恒 等 于 零 的 解析 图 数 f(z) 右 能 表示 为 
f(z) = (z 一 zo)”2PCz)， 
其 中 glz) 在 zo 解析 , 且 plzo) 了 关 0,m 为 一 正 整 数 , 则 称 z。o 为 f(z) 
(1) 若 f(z) 在 zo 解析 , 则 zo 为 f(z) 的 m 级 零点 的 充 要 条 件 
是 
f(z0)=0, n=0,1,2,",m— 1; 
f™ (zo) 天 0. / 
(2) 一 个 不 恒 为 零 的 解析 了 消 数 的 零点 是 孤立 的 . 


(3) 著 z。 是 f(z) 的 级 极点 , 则 z。 是 zj 的 要 级 零点 .反之 
也 成 立 . 
6， 销 数 在 无 穷 远 点 的 人 性 态 ， 
如 果 (z) 在 无 穷 远 点 < 二 co 的 去 心 邻 城 尺 < |=| < 十 o 内 
解析 , 则 称 点 oo 是 Cz) 的 孤立 奇 点 


作 变 换 一 工 (规定 把 扩充 = 平面 上 的 无 穷 远 点 2 一 co 。 喘 射 
为 节 充 上 平面 上 的 点 上 一 0) ,把 扩充 = ~ 下 — zo| 


< 十 co 映射 成 扩充 + 平面 的 去 心 邻 域 0 < |t| 之 去 , 且 有 f(z) = 
/过 j= 80 于 是 ， 可 以 把 在 R < [zl <+% 上 对 fl) 的 研究 


北 为 在 0 < | < 让 去 内 对 Xz) 的 研究 . 


“(1) 如 果 上 一 0 Pi) 的 可 去 奇 点 、 m 级 极点 或 本 性 奇 点 ， 则 > 
二 co 是 f(z) 的 可 去 奇 点 .om 级 极点 或 本 性 奇 点 

(2) 车 fz) 在 RK 二 |z| 二 十 内 可 以 展开 为 洗 庆 级， 那么 
有 :如 果 在 洛 彰 级 数 中 ， 

不 含 正 短 项 , 则 z= oo 为 f(z) 可 去 奇 点 ; 

含有 限 个 正 等 项 ， 则 = 二 oo 为 f(z) 的 极点 ; 

含 无 穷 多 正 竹 项 , 则 z= 二 oo 为 f(z) 本 性 奇 点 . 

* LO2。 


馆 难 解析 


1. 函数 的 奇 挟 是 怎样 分 类 的 ? 

答 。 如 果 涵 数 j(z) 在 zo 不 解析 , 则 z。 是 f(z) 的 奇 点 . 奇 点 
分 为 孤立 奇 点 与 非 孤 立 奇 点 两 类 . 

非 孤 立 奇 点 包括 奇 点 的 极限 点 ( 聚 点 ) 和 多 值 函 数 的 枝 点 . 如 
f(z) 一 1/cos 二 ,x 一 0 是 f(z) 的 奇 点 ,但 不 是 孤立 奇 点 . 因为 za 
二 2/(2k 十 1)x, 上 二 0, 十 1,…, 当 一 oo 时 ,zi 一 0; 即 在 z= 二 0 
的 不 论 多 么 小 的 邻 域内 ,总 有 除 z 二 0 以 外 的 其 它 奇 点 ,所 以 z= 0 
不 是 孤立 奇 点 ,而 是 奇 点 列 {z} 的 极限 点 . 对 于 多 值 函数 (如 zw = 
Y z ) 而 言 , 在 其 分 枝 点 处 ,函数 f(z) 因 在 其 邻 城内 缺乏 单 值 性 
而 不 再 解析 ,因而 也 是 函数 的 奇 点 ， ，， 

孤立 奇 点 因 limy(z) 的 不 同 而 分 为 可 去 奇 点 、 极点 和 本 性 厅 
上 后， 

2， 比 较 可 去 彰 点 与 实 函 数 可 去 间断 点 概念 的 相同 点 . 

答 ”对 实 一 元 函数 y 一 1(7), 若 limf(z) 二 4 存在， 但 f(z) 
天 4 或 jz) 在 zo 无 定义 ， 则 可 重新 定义 或 补充 定义 f (z) 在 zo 的 
值 ,使 fz， = 有 A ,于 是 f(z) 在 zo 就 连续 ， 即 间断 点 工 一 zo 可 去 . 

对 复 变 函数 f(z) ,如 果 f(z) 在 z 不 解析 ;但 其 洛 朗 级 数 不 含 
负 帮 项, 则 z。 是 f(z) 的 可 去 奇 点 . 其 可 去 的 意义 与 实 函数 的 可 去 


间断 点 意义 十 分 接近 . 例如 ,f(z) = 三 一 
Ee -z+1-2+(—), 0< 1 —1l < 


不 含 负 短 项 ， 所 以 z 二 ] 是 fz) 的 可 去 奇 点 . 显然 f(z) -1 
在 


“203。 


号 有 


zo—1] 

ro 天 1]， 

2， zz 三 1 

在 = 一 1 解析 ,于 是 /(z) 的 奇 点 = 二 1 可 去 . 

3. 举例 说 明 解 析 函 数 在 本 性 奇 点 邻 域内 的 特殊 性 质 . 

答 ”维尔 斯 特 拉 斯 定理 及 其 推论 指出 :大 z= 二 是 f(z) 的 一 
个 本 性 奇 点 , 则 对 于 任意 一 个 复 常数 4 ,总 有 一 个 趋向 于 xzo 的 序列 
(zx} 存在 ,使 得 z 沿 这 个 数列 趋向 于 z。 时 ,有 lim/(z) = 4. 即 函数 


f(z) 在 本 性 奇 点 邻 域 内 所 取 的 值 可 以 任意 一 个 预先 取 定 的 复数 . 
这 个 性 质 是 很 特殊 的 . 
例如 
1 1 1 1 


1 


有 一 个 孤立 奇 点 z = 二 1, 对 任何 复数 4 关 co , 取 
= 一 一 一 一 一 一 一 一 -十 1 
InGA++ v1— A’:) + 2nni 


就 有 limz, 一 1, 而 lim| sin ~ 4 ] 
同时 ,由 毕 卡 定理 ,解析 函数 f(z) 在 本 性 奇 点 之 一 之 0 的 任何 


分 域内 ,能 够 取 任 意 一 个 有 限 值 无 穷 次 ,至 多 有 一 个 值 例 外 . 例如 
有 


区 


1 
f(z) ==e 二 1 十 二 十 二 
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= 一 0 是 本 性 奇 点 . 若 取 4 = pe?,A 关 0， 同方 各 ax 4 0 
任何 正 数 6 为 半径 的 圆 |z| 二 6 内 有 无 穷 个 根 . 因为 ,由 ee 一 4， 
有 


二 一 lnp + i0247), k= 0,1,2,.: 


当 dnp)? 十 (6 十 2kx)? 之 京 时 ， Iz| < 0. 而 满足 此 条 件 的 & 有 无 
穷 多 个 ， 
4. 若 解析 函数 的 零点 不 是 孤立 的 ,那么 它 是 否 一 定 是 常数 ? 
答 。 解析 肾 数 的 零点 一 般 是 孤立 的 ,这 由 零点 的 孤立 性 定理 
可 知 . 除 此 之 外 ,只 有 常数 零 可 以 作为 零点 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 的 主要 问题 是 确定 奇 点 的 类 型 . 确定 奇 点 首先 要 分 清 是 
孤立 奇 点 还 是 非 孤 立 奇 点 ,由 考察 x 的 任意 小 邻 域内 是 否 还 有 其 
它 奇 点 来 区 分 . 如 果 是 孤立 奇 点 ,还 要 看 z。 是 有 限 的 还 是 无 限 的 . 
车 z。 是 有 限 的 , 则 可 由 f(z) 在 zo 邻 域 的 洛 朗 展 开 式 中 所 含 负 备 
项 的 多 少 和 lim/(z) 的 不 同 结果 来 区 分 是 可 去 奇 点 ,极点 或 本 性 


奇 点 .如 奇 点 是 无 限 的 , 则 可 用 代 换 $ 二 二 化 f(z) 为 gC5), 也 可 直 
接 在 R 过 |z| < 十 co 内 展开 /(z) 为 洛 朗 级 数 来 讨论 .对 于 极点 ， 
则 要 讨论 极点 的 级 . 

因此 ,对 本 节 的 概念 必须 十 分 熟悉 . 在 讨论 奇 点 的 运算 时 要 党 
握 展开 洛 朗 级 数 与 计算 函数 极限 的 技巧 

例 1 设 函 数 /1(z) 与 户 (=) 都 以 z = zx 为 孤立 奇 点 , 间 ; 函 
数 1(z) 十 户 (z) 在 = = zo 处 的 孤立 奇 点 是 什么 类 型 ? 

解 需要 区 别 不 同情 形 加 以 详细 讨论 . 

“4) zo。 是 所 (z) 的 可 去 奇 点 的 情形 
1) 硅 zo 是 f(z) 的 可 去 奇 点 ， 由 于 lim/f1 Cz) + fa(z) 存在 ,s 


仍然 是 f1(z) 十 f,(z) 的 可 去 奇 点 . 
2) 若 加 是 万 (z) 的 极点 ,由 于 limf1(2) 十 f(z) 二 A 十 oo 一 
oo ,此 时 zo 是 f(z) 十 f,(z) 的 极点 ， 
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3) 在 zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 由 于 mL (2) 十 f(z)j」] = 
Lim az) 不 存在 ， 目 不 等 于 co ,此 时 二 是 广 (z) 十 广 (z) 本 性 奇 点 


(2) zo 是 1(z) 的 极点 的 情形 

1) 符 zo 是 jz:(z) 的 可 去 奇 点 ,如 以 上 第 (1) 条 中 的 第 2) 点 , 则 
zo 是 万 (z) 十 户 (z) 的 极点 . 

2) 大 ze 是 j2(z) 的 极点 , 则 当 Jf(z) = 一 广 (z) 时 ,zo 是 户 (z) 
十 万 (z) 的 可 去 奇 点 ; 当 户 (z) = f,(z) 时 ,z 是 广 (z) 十 f(z) 的 
极点 . 

3) 车 zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 由 于 limLfi(z) 十 f(z)] 不 存 


在 , 且 不 等 于 ce, 此 时 ze 仍 是 有 f(z) 十 filz) 的 本 性 冶 感 ， 

(3) zo 是 f1(z) 的 本 性 奇 点 的 情形 

1) 若 zo 是 f,(z) 的 可 去 奇 点 或 极点 ， 如 以 上 第 (1) 条 中 的 第 
3) 后 和 第 《2) 条 中 的 第 3) 点 ,zo 是 用 (z) 十 fi(z) 的 本 性 奇 点 . 

2) 在 zo 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ， 则 当 fi;(z) = 一 f1(z) 时 ,ze 是 
广 (z=) -十 futz) 的 可 去 奇 点 ; 当 广 (z) = 的 时 ， zo 是 f(z) 十 


f(x) 的 本 性 奇 点 ; 当 户 (z) 二 一 f(z) 十 一 时 ,zo 是 fi(z) 
例 2 没 画 数 广 (-) 和 玫 (z) 分 别 以 2 一 0 为 4 级 极点 及 级 
极点 ， 则 “一 0 是 下 列 函 数 的 什么 奇 点 ? : 
(1) fC2) 十 fi(z);-* (2) /1(z) ， fC) (3) 0 
解 (1) 当 nn 关 区 时 ,f(z) + fulz) 的 洛 衣 展开 式 的 最 高 
备 次 为 max {n,m)}), 所 以 z = 9 为 nax {n,m} 级 极点 ; 当 n 二 m 时 ， 
在 jz:(z) 二 一 帮 (z), 则 xz == 0 为 可 去 奇 点 ;一 般 地 ,z 二 0 可 以 是 
级 极点 ;0 委 & 委 2 有 很 多 种 情形 . 
(2) 是 n 十 m2 级 极点 . 因为 


若 f1(z) 一 2 ,p00) 隆 0, 则 gCz) 在 z= 二 0 解析 . 


(z 一 


“<606。 


若 4(z) 一 中富 ,mn(0) 关 0, 则 gw(z) 在 = 一 0 解析 .于 是 


广 (z) 六 (zz) = 224g (0)gy(0) 关 0, 且 Pp(z)p(l(z) 在 2 二 0 
解析 .所 以 zx 一 0 是 2 十 和 2 级 极点 . 
站 ma C2) Pz) ; .C0) 


0 所 以 ， a 时 是 mm 一 nn 级 零点 ; 时 加 之 有 时 ,是 4 一 训 
例 3 证 明 复 变 目 数 的 洛 必 达 法 则 : 

着 Aga) 与 5(z) 是 以 z 为 零点 的 两 个 不 恒 等 于 零 的 解析 色 

数 , 则 


f(z) _ 1 f(z) , 
Im gz) se 8 (2) (或 两 边 交 为 


证 ” 设 /(z) 一 (z 一 zo) PC(z)y gz) = (zC— zo) "yl(z), gz)、 
pz) 均 在 zo 解析 , 且 zo) 天 0,J(zo) 和 天 0， 则 左边 


tim £6 ) = lim( 一 2 
f0， i 7 > 12 ， 
一 [eee m 一 0， 
oo ， 772 <<、 所， 


由 于 ff (2) 一 m(z - 一 Zzo)” ig(z) + (z — zo)"”g (z), 
8S (z) = nlz 一 zo)" ‘Wj(z) 十 (z 一 zo) “yy (2), 


右边 | 业 | 
z) .mz 2 gz) + (2 CO— 2 C2) 
lim ES lim re 一 eS + e 一 2 
0， m > nn， : 
一 [rome mn 二 0， 
oo0,， mn 
所 以 左边 等 于 右边 ,命题 成 立 . 


例 4 下 列 果 数 有 些 什 么 奇 点 ?如 果 是 极点 ,指出 它 的 级 . 
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1 Sing 
(1) Zs TF 1) (2) 2 

1 In(z 十 1) | 

(3) a (4) 一 

1 
< 。 = 一 1 . 
Te 
之 2 
(7) 一 -了 (8) 一 < 一 (n 为 正 整数 )， 


z2(e 一 1) ] 十 
解 ” 由 函数 是 否 在 z。 解 析 , 确 定 z。 是 否 为 f(z) 的 奇 点 . 由 奇 
上 扩 是 分 母 的 零点 的 级 ,确定 极点 的 级 . 
“(1) z= 0, 土 i 为 奇 点 . 0 是 一 级 极点 ， 土 i 都 是 二 .级 极点 . 
(2) z = 0 是 奇 点 ,是 二 级 极点 (分 母 三 级 零点 ， 分 子 一 级 零点 ). 
(3) 分 母 可 表示 成 (z 一 1)?(z 十 1),z 一 1, — 1] 是 奇 点 ,1 是 
二 级 极点 , 一 1 是 一 级 极点 . 
(4) z 二 0 是 奇 点 ， 是 可 去 奇 点 lim 了 一 1|1. 
(5) z 一 士 i， (2 十 1)i (k=1, 二 2， 43, -) 是 奇 点 土 i 是 
一 级 极点 , (2k 十 1)i 是 二 一 级 极点 . 
(6) z 二 1 是 奇 点 ， i 点 国 为 


二 | 
一 1 十 区 + 


2 一 1 
(7) 2 = 2kri (k=0, 土 1,…),z 一 0 是 奇 点 ,2Ari 是 一 级 极 
点 ,0 是 二 级 零点 ， 
(8) z= etrDa/n( 一 0， 1 .) 是 奇 点 ， 都 是 一 -级 极点 . . 
例 5 ”指出 下 列 函 数 全 部 奇 点 的 类 型 ,若是 极点 ,指出 是 用 级 


十 


tan(zZ 一 1) .、， - 1 ， 
二 SC 
《3 ) 一 (4) sin 一 -一 ; 

zs(e 一 1) | zi 
(5) sec : 1 (6) cotz _ 工 
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sin(z— 1) ， 1 
z—1 cos(zO— 1). 


解 (1) f(z) = 


z= 二] 和 zz 二] 1 二 全 3x (k=0， 士 1,…) 是 jz) 的 奇 点 . 


= 一 1 是 可 去 奇 点 ,因为 lim 一 一 1 


] 


(2) z = 十 jz 一 (2 十 1)i( 一 0, 土 和 


0 是 f(z) 的 奇 点 . 
z 二 土 1 是 二 级 极点 (包括 = 二 0 和 一 ] 时 (2k 十 1)i). 
xz 一 (2& 十 1) 一 1,， 士 2,…) 是 一 级 极点 . 


zx 一 去 从 一 士 1, 士 2,…) 是 一 级 极点 . 
z 一 0 是 z = 去 的 极限 点 ,不 是 孤立 奇 点 . 
(3) z = _ 是 7 的 奇 点 .上 因为 
ae 1) 一 xz 十 页 中 十 寺 2 十 六 
所 以 ,z = 0 是 f(z) 的 六 级 极点 . 


(4) z 一 1 是 f(z) 的 奇 点 ,在 0 过 |z| < 十 co 内 ,有 


- Sin 1. 1 ._ 1 ee 
本 机 


故 z == 1 是 f(z) 是 本 性 奇 点 
(5) 因为 sec- -1 5 一 2 二 了 ;所 以 


-1 十 到 二 78 k= 0, 士 1 


是 f(z) je 但 z 二 1 是 zz 当 一 时 的 极限 点 ,不 是 孤立 商 
点 . zi 是 f(z) 的 一 级 极点 . : | 


(6) z, 一 kx 和 x 一 0 是 奇 点 . 因为 lim| (eote) ， 一 -1 一 0, 所 以 
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“z= 二 0 是 可 去 奇 点 ,zi 一 Ar (k= 二 0, 土 1,…) 是 f(z) 一 级 极点 . 
例 6 = 一 0 是 (sinz 十 shz 一 2z) 的 几 级 极点 ? 
解 。” 先 判 断 f(z) 一 (sinz 十 shz 一 2z) 零点 的 阶 数 ,再 确定 


极点 的 级 . 
f(z) = sinz + shz 一 2z， 1(0) = 0， 
f(z) = cosz 十 chz 一 2， 广 (0) 一 0， 
f"(z) 一 一 Sinz 十 shz， 1"(0) = 0， 
f”(z) 一 一 cosz 十 chz, f”(0) 一 0， 
f(z) = sinz 十 shz， /2(0) = 0， 
f(z) = cosz 十 chz, /17*(0)=2 关 0. 


故 z 一 0 是 JJ(z) 五 级 零点 .于 是 zx 一 0 是 (sinz 十 shz 一 2z)-:2 的 
十 级 极点 . 


例 7 函数/(z) 一 -二 jj; 在 < 一 1 处 有 一 个 二 级 极点 ;这 
个 函数 又 有 以 下 洛 朗 展开 式 

z= 1 = 1)5 二 1 下 < 1)3? 

|z 一 一 1 
所 以 “z 二 1 又 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ”; 又 其 中 不 含 (z 一 1) 的 负 畦 ， 
因此 Res[f(z),1] = 0. 这 些 说 法 对 吗 ? 

解 不 对 .> 王 1 是 1/(z) 二 级 极点 ,不 是 本 性 奇 点 . 所 给 洛 朗 
展开 式 不 是 在 0 二 |z 一 1| 二 1 内 得 到 的 ,在 0 二 |z 一 1| 二 1 内 
的 洛 朗 展开 式 为 : 

] ] 1 1 


zz 1 


-G+tl-(e—) 
十 (z 一 1 十 …. 
又 由 下 节 知 ,Res[f (2),1] = ce, = 一 1 
例 8 ”考察 oo 点 是 不 是 下 列 函 数 的 奇 点 ， 
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(1) cotz ; (2 ) in 一， 
之 一 2 
.| 之 一 . l 
(3) eiln z— bi (4) sin sin(1/z). 
解 ” (1) cotz = 二 党) 寂 一 可 十 ha (一 0, 土 1,…) 是 cotz 


的 一 级 极点 . 当 & 一 ce 时 ,xs 一 ce, 所 以 co 是/z) 极 点 的 极限 点 ， 
不 是 孤立 奇 点 . 
(2) 函数 在 复 平面 除去 z 二 1,z 一 2 和 连接 它们 的 线段 外 单 


值 解析 . 又 lim| In 三 二 3 = 0, 所 以 co 是 /(z) 的 可 去 奇 点 . 


(3) z 二 co 是 e 的 本 性 奇 点 ， 又 是 mn 一 5 的 可 去 青 点 ， 所 以 
是 f(z) 的 本 性 奇 点 . 

(4) 因为 lim [sin|[ ljsin = 
奇 点 ， 

例 9 者 在 0< |z 一 a| <R 内 f(z) 有 界 ,(z 一 a)"/(z) 有 
界 , 证 明 点 a 是 f(z) 的 不 高 于 m 级 的 极点 . 
证 令 g(z) = (z ~ a)”"f(z), 则 gCz) 在 0 之 lz 一 al 之 R 


| 不 存在 ,所 以 co * 是 f(z) 的 本 性 


十 co 
内 解析 , 且 gz)| < M. 于 是 ,g(z) 二 > c.(z 一 a)". 而 
411 .| g (2)dz M 
|e, | 一 | 二 |. (z — a)"tl < ra ? 1 一 0， 士 1 ， ? 
其 中 r<<R 于 是 ， 负 大 的 系数 
[Ic | 过 SM0 0mn=— 1,— 2,.)) 
即 =0 (n=—1,— 2,.…). 


所 以 z 三 a 是 gl(z) 的 可 去 育 操 ,从 而 为 1 (z) 的 不 高 于 7m 次 的 极点 . 
例 10 知 /z) 在 全 平面 解析 ,证 明 : 
(1)z 二 00 为 /(z) 可 去 育 点 f(z) 三 常数 ; | 
(2) z 三 00 为 f(z)m 级 极点 f(z) 为 m 次 多 项 式 ; 
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(3) z 三 co 为 /1(z) 本 性 奇 点 f(z) 在 z= 二 oo 邻 域内 洛 朗 
展开 式 无 负 短 项 ,有 无 穷 多 正 适 项 . 

证 (1) 充分 性 显然 ,limJ(z) 一 常数 . 

必要 性 ”因为 imf(z) 一 A( 存 在 ), 所 以 f(z) 在 全 平面 有 
界 . 由 刘 维 尔 定理 ,f(z) = A( 常 数 ). 

(2) 充分 性 显然 ， limJ (z) 一 co. 

必要 性 z = co 是 f(z) 的 加 级 极点 ， 则 其 洛 朗 展开 式 正 埋 部 
分 为 m 次 多 项 式 P,(z). 而 lim[f(z) 一 也。 (z) 存在 ， 从 而 f(z) 一 
Pa(z) 二 常数 , 即 Ace 为- 个 mn 次 多 项 式 . 

“(3) 充分 性 ” 若 z= co 不 是 本 性 奇 点 , 则 为 可 去 奇 点 或 极 
点 . 于 是 , 洛 开 展开 式 至 多 有 限 个 正 客 项 ,推出 矛盾 . 故 > 二 oo 为 
本 性 育 点 . 

必要 性 车 只 i 有 有 限 个 正 等 项 ， 则 为 可 去 奇 点 或 极点 ， 推出 


蔬 导 .大 有 负 构 项 ， 则 + 一 = 为 本 性 奇 训 或 极点 ， 推出 矛盾 , 所以 


题 成 立 . 
一 例 11( 施 瓦 效 引 理 ) 若 函 数 Fa 1 在 | <1 内 解析 ,县 满足 
f(0) = 0， fT < 《|z| 之 1, 证明; 在 |z| <1 内 和 恒 有 . 
ol 和 lzl， 且 FO SL. 
证 ,由 于 jz) 在 1z| 过 1 解析 ' 且 /CO =0 则 
f(z) 一 ciz 十 caz2 十 … 十 ct 十 “(zl < 


令 8lz) 一 2, 则 Vo) 在 0<< jz1 < 1 解析 ， 其 洛 朗 级 数 为 


za = Lf = a ert 十 cz 十” 


孜 = 一 0 是 多 z7 可 去 奇 点 令 PHOT f (0), 则 gD 在 Is| < 
1 内 解析 . 
考察 rz) 在 | 过 1 肉 任 一 点 处 的 值 当 | 之 + 之 1 时 ， 
由 |f(z)| 过 1 和 最 大 模 原 理 ( 见 第 三 章 第 四 节 例 27) ,有 
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f(z) 


之 


1 


7 


< 


|9(z0) | < max |9(z) | = ma 


z 到 | 一 大 
令 -一 1, 则 |wzo) il 委 1. 
于 是 | 疡 (0)1 = 198(0)| 委 1, 且 当 zo 天 0 时 ,有 


gcc) = | < 或 fd) < 


由 zo 的 任意 性 , 知 命题 成 立 . 


第 二 节 ” 留 数 定理 与 留 数 计算 


主要 内 容 
1. 定义 
知 < 一 之 0 是 解析 函数 f (z) 的 一 个 孤立 奇 点 ,7 (z) 在 之 0 的 去 
心 邻 域内 解析 ,C 为 zo 邻 域内 任 一 简单 财 曲 线 , 则 称 
1 中 Ace)dz 


oni 
为 f(z) 在 zo。 处 的 留 数 , 记 作 Res[ f(z) ,zoj, 即 
Res[ f(z),z,] = 元 中 Fedz 一 


c_1 是 Fz) 在 以 ze 为 中 心 的 圆 环 域内 的 洛 朗 级 数 中 (z 一 zo) :项 
的 系数 . 

2， 留 数 定理 

设 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 除 有 限 个 孤立 奇 点 = ,zs,… ,zs 外 处 
处 解析 ,C 是 D 内 包围 诸 奇 点 的 一 条 正 向 简单 闭 曲线 , 则 


中 fz)dz 一 2ri > ,Res[f (2) ,> 
人 一 


利用 定理 ,可 以 将 求 沿 封闭 曲线 C 的 积分 ,转化 为 求 被 积 函数 
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在 C 中 各 孤立 奇 点 处 的 留 数 . 
3.， 留 数 的 计算 与 极点 处 留 数 的 计算 规则 
计算 留 数 最 基本 的 依据 是 定义 
Res[ f(z),z,| = 2 中 redz 一 cl, 
C 为 zn 某 去 心 邻 域内 一 条 简单 闭 曲线 ,c_， 是 以 zo 为 中 心 某 邻 域内 
洛 朗 级 数 (> 一 =)-: 项 的 系数 . 即 ,可 通过 求 积分 起; 中 f(z)dz 的 


值 或 求 洛 朗 级 数 (z 一 zu)-: 项 系数 来 计算 留 数 . 所 以 
若 zo 为 f(z) 的 可 去 奇 点 , 则 Res[ f(z),zoj」 一 0. 
若 zo 为 /(z) 的 本 性 奇 点 , 则 ResL f(z) ,Zo 一 C1. 
着 zo 为 f(z) 的 极点 , 则 有 以 下 规则 . 
规则 I 若 z。 是 f(z) 的 一 级 极点 ,有 
Res[ f(z),z] = lim (z 一 zo)f (z). 


规则 工 i 的 m A 有 


加 Res[Lf (2) ,zo 一 i lin lim f= dz” 一 [Cz 一 0 co 


规则 政 。” 当 f(z) = ee peo) 和 Q(z) 都 在 zx。 解析, 如 果 
P (zo) 天 0,C(zo) = 一 0,0 (zo0) 0, 则 zo 为 f(z) 的 一 一 级 极点 ， 且 有 


Res[f (2),20] = TES: 
实际 计算 时 ,可 以 用 规 基 ， 也 可 以 用 定义 求 洛 朗 级 数 的 c-1; 或 
算 二 中 f(z)dz. 


4. A C 为 回环 域内 绕 


原点 的 任何 一 条 正 向 简单 闭 曲线 , 则 称 积分 尖 : 中 f(z)dz 为 Fe) 
在 co 点 的 留 数 , 记 作 


Resr fz) oo 一 一 Lh f(z)dz ce C_1. 
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定理 ”如 果 函 数 f(x) 在 扩充 的 复 平 面 内 只 有 有 限 个 孤立 奇 
握 , 则 f(z) 在 所 有 各 奇 点 (包括 co 点 ) 的 留 数 总 和 必 等 于 零 . 


规则 WRes[f (<) ,co] = 一 Res| 川 二 | 计 ,0| 


定 理 和 规则 提供 了 计算 项 数 沿 闭 曲线 积分 的 一 种 方法 ,方法 使 用 
恰当 会 使 计算 更 加 简便 . 


疑难 解析 


1， 已 知 有 限 可 去 奇 点 的 留 数 一 定 为 零 , 当 oo 为 函数 可 去 奇 
点 时 , 留 数 是 否 一 定 为 零 ? 

答 不 一 定 : 因为 对 于 有 限 可 去 奇 点 zo, 在 ze 的 某 去 心 邻 域 
内 的 洛 朗 级 数 不 合 负 适 项 ,所 以 ,Res[f(z),zo] 二 ci = 0, 但 对 于 
co 为 函数 可 去 奇 点 ,情形 却 不 是 这 样 . 例如 : 


车 f(z) 一 二 ,有 Res[f/(z),o0] 一 一 1 


车 f(z) = 三 ,有 Res[ f(z2),00] = 
2. 设 函 数 f(z) 及 g(z) 在 zo 解析 ,f(zo) 关 0,g(z) 在 z == xz。 


是 二 级 极点 , 则 西数 人 2 在 = = z 的 贸 数 如 何 用 /() 及 5(z) 的 
襟 区 级 瘦 的 系数 衣 趟 出 来? 
答 ”因为 /(z) 与 g(z) 在 zo 解析 ， 所 以 
f(z) = ao 十 ai(z 一 Zo) 十 azkz 一 zo)” 十 …，ao 一/ (zo) 关 0， 
8(2) = bz — zo0)? + bslz 一 zo)’ 十 …,b, 关 0. 


1) 
gz) b2(z 一 2zo) [1 十 bs(z — 20)/b; 十 blz 一 zo) /bz 十 


[ao 十 ai(z 一 zo) 十 askz 一 zo)? 十 …j] 


bys(z — zo)’ | 
(1— zo) + ]+|s( —z) +…| + | 
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人 


在 分 子 中 9 (2z 一 zo ) 的 系数 为 
数 为 


”十 ,因此 ， 在 z = z。 处 的 留 


pb b, — Co0 
Res| £3 [3 ,2 |= 一 4003 + aj/ 一 a. 


3. 如 何 利用 留 数 定理 求 某 些 开 路 的 复 变 函数 积分 ? 

答 留 数 定 理 把 沿 简 单 闭 曲 线 的 复 变 函数 积分 与 留 数 计算 
联系 在 一 起 . 但 一 条 简单 用 曲 线 C 可 以 分 解 为 知 干 条 彼此 衔接 的 
光滑 曲线 Ci,C,… ,Ci, 则 有 


中 f(z)dz = > f(z)dz = zi Res[ fC) ,2]. 


因此 ,我 们 可 以 把 开路 上 的 复 变 函 数 积分 作为 简单 闭 昌 线 C 
上 的 某 段 或 某 几 段 上 的 积分 例如 ， 要 求 | 7 (z)dz 可 补 上 BD4 


使 4BDA 转 成 简单 闭 曲 线 C. 从 而 
| a/ (z)dz 一 2ri DResL/ Ce) ,1 


/一 1 


于 是 |» f(z)dz = 中 redz — | f(a)dz. / 
这 里 ， ED 应 简单 易 求 ,最 理想 的 是 选 
择 使 | f(z)dz = 0 的 光滑 曲线 有 DC i z 


方法 、 技巧 与 典型 全 题 分 析 


本 节 习 题 分 为 两 类 ， 一 是 计算 函数 在 孤立 奇 点 的 留 数 ,二 是 计 
算 复 变 函数 积分 . 
一 .计算 函数 在 孤立 奇 点 处 的 留 数 
”首先 ,我 们 要 利用 上 节 的 知识 和 技巧 确定 函数 的 孤立 奇 点 ,并 
确 定 奇 点 的 类 型 . 然后 根据 奇 点 的 类 型 选用 不 同 的 计算 规则 和 方 
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法 求 得 留 数 . 因此 ,必须 熟悉 求 极 限 的 技巧 、 求 导数 (包括 融 阶 导 
数 ) 的 技巧 和 展开 为 洛 明 级 数 的 技巧 . 
例 1 求 下 列 函 数 /=) 在 有 限 奇 点 处 的 留 数 : 


之 十 1 ] 一 ee- 1 十 2 
(1) 2 (2) ; (3) Cy 
(4) (5) cos —l —; (6) zssin 工 ， 
coOsz’ ] 一 之 z 
1 shz 
(7) Zoinz (8) sz 


解 ”(1) 因为 z’: 一 2z = z(z 一 2), 所 以 z= 0,2 为 f(z) 的 


. ,2 十 1] zz 十 1 ] 
ResLy Cz) ,0] limz 2 一 2z = lim z—2 “2°? 
. 之 十 | 3 
Res{[ f(z),0|] = lim(z 2) zz 一方 一 2 


(2) z 二 0 是 分 母 四 级 零点 ， 分 子 一 级 等 点 ,因而 是 /=) 的 三 
级 极点 . 于 是 , 依 规 则 工 , 有 


dr :1 一 ec 4 
ResLy/ (=)， 0]== 广 7 lim | = Zi |=-- 亏 . 


(3) 因 (z? 十 1)? 二 (z 十 D(z 一 1);, 所 以 z= 二 士 i 为 f(z) 的 
三 级 极点 . 于 是 ， | 1 wh 


1 pi pe 3. 


2 i (z+ | 8 . 


- 1+z ]_ 3 
R , 一 让 二 由 : = Si. 
es[ f(z) 和 Llim 下 去 [ c 十 1 er ry | si 


(4) zk = kx 十 a (大 二 0, 土 1,…) 是 cosz 一 级 零点 ,所 以 是 
f(z) 一 级 极点 . 于 是 依 规则 下 ,有 
Res[ f(z),z; | = 


kx 十 7/2 
sin(kx 十 x/2) 
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ep 


= (— 1)"! kr 十 邓 |. 
(5) 因为 ,在 0 二 |z 一 ] | < 十 ce 内 ,有 
1 1 
OSTz™ 1 A 1 
故 Res| cos [= c_1 一 0. 
(6) 因为 ,在 0 二 | 过 | 过 十 oo Oe 
zzsin 二 = zz 1 
之 乞 5 
帮 Res| zzsin 二 ,0 |= c_ 1 一 一 


(7) z = 0 是 f(z) 二 级 极点 ,zi 二 kx (= 二 土 1, 土 2,…) 是 
f(z) 一 级 极点 . 依 规则 和 规则 页 ,有 


Res[ /C2), 0 | = lim limt&[ sz | 0 ， 


ZSI 之 
Resf f(z), kn | 一 | 一 一 了 ，。 天 一 十 1 士 2 


tt 


(8) x 二 人 十 去 | 下 一 0, 士 1,…) 为 一 级 极点 , 依 规则 
HE 有 和 


ResLy (z) ,x1 = 一 1 
例 2 用 多 种 方法 求 /(z) 一 en 的 留 数 
解 一 0, 一 1 和 oo 是 f(z) 的 一 -级 极点 . 
(1) 用 洛 朗 展开 法 : 


5z 一 2 2 
-1 一 (一 2 
一 一 5(1 十 zx 十 于 十 …) 
十 中 过 十 1 十 富 十 雪 十 | 0 一 1z| = 二 1. 


*。L278。 


5z 一 2 5(z< 一 1) 十 3. 1 


zf(z 一 1)  (z—1) 1] 十 (z 一 ]1) 
-15+ 3) D1 (= — 1)" 


二 5[1 一 (z 一 1) 十 (z 一 11) 十 …] 
t+3t+1l+Ge—D-"|, 1<lz|l<+~. 
1 


di 
[ie 
sks 


1 一 17/z 


2 一 2 
z(2z— 1) 


= 二 十 访 十 …，1<< |zl. 
所 以 Res[ f(z) ,0 | 二 c_! 一 2， 
Res[f(z),1]=c¢c_!=3, Res[L/z),ooej 一 一 c-: 一 一 5. 
(2) 用 极限 法 (规则 I ) : 


. 5z 一 2 
Re 0 en 2 
. 5z—2 


由 留 数 和 定理 知 
Res[ f(z),00] 一 一 Res[f(2z),0] — Res[f(z),1) =— 5. 


(3) 用 柯 西 公式 (积分 ) 
1 5z 一 2 dz 


|z| 一 也 
5z 一 4 dz 
Res|[ f (z),， ] ] 一 7 jl ~ > . > 一 了 二 3 


同 极限 法 ,有 Res[ f(z),oo] = 一 5. 注意 ,C 内 只 有 一 个 奇 点 . 
(4) 用 求 导 法 (规则 下) 


Res[ f(z),0] = FT _ =2, 
Res! f (z), 1] 二 | 一 3. 
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同 极限 法 ,有 Res[ f(z),o0 | 一 一 
例 3 求 下 列 函 数 的 留 数 : 


tan(z CO— 1) 2z 十 3 
(Di (2) C4 1 

1 1 
(3) sin z—1’ 4) sinz 十 COSz 

e” ， e- 
(5) rr i (6) Teco’ 0 
解 (GD = 一 1 二 1 十 引证 lx Ck 二 0; 土 1,…) 是 f(z) 

的 奇 点 . 


之 二 1 是 可 去 奇 点 , 故 Res[ f(z),1) = 0. 
z 一 1 十 生生 x 是 一 级 极点 ,由 规则 1 ,有 


Resl f(z),z; | 一 lim(z Zi) (z — l1)cos(z CO— 1) 


I zz—z,: sin(z— 1) 
tt COS (Zz 一 1) 之 “一 1 


LL ji 1 1 sin(z 一 1) 
=z, — SIN(Z — 1) :+ 过 一] 
TT lim > 一 下 
2“ =0, 土 1 
Dr | 
”2z 十 3 -Lo 有 同 _ 
(2) f(z) = (z 二 2)Cz — 2 — 1 一 土 下 是 一 般 极 
点 ,z 二 1 是 二 级 极点 . 
me 2z+3 
Res[/(2), — 21)= lim (z+2) 0 Fae — 2 1) 
_ +3 i 
— 4i(— 2i— 1): 4 
有 3 
Res[ f(z),2i| -一 lim(z 一 21) (zx 十 91) (2 一 一 91) (2 | 1)° 


4i 十 3 i 


4iC2i—1): 4° 
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ym df 
ResL/ (2),1] = lim 元 | c 1) Cr i 


-TD 0 
(3)z 二 1 是 f(z) 的 本 性 奇 点 
nt 

 . 、， ,0<|z—1|<+o%, 
故 Res[ /f(z),1 | = ce_),= 1. 
(4) 因为 


. . x . 开 
Slniz 十 coOsZz 二 ¥ 2 | sinzcos 下 十 coszsin 工 


一 ~ 2 sin 


之 十 | 
所 以 zx = kx 一 了 (k == 0, 土 1,…) 是 f(z) 的 一 级 极点 . 


z—kxi+— l 


Res[ f(z),z, | = lim 了 一 一 一 一 
四 Vasin|z 十 一 好 | 


一 立民 k= 0, 士 1 [= 一 姻 一 亚 |. 
2 z 4 
©” 1 


(5) z 二 i 是 一 级 极点 , 因 f(z) = -一 - .一 一 ,用 柯 西 公式 ， 


之 十 1 zl 


有 
1 es dz ee ee 
Res[f (> 和 = 3 Tiz i il = 
(6) = = 0 是 /(z) 的 一 级 极点 ,用 洛 朗 展开 式 , 有 
, 
e 一 1 十 z 十 而 十 十 车 十 …， 
! n! 
i ,.. 
] 一 cosz = 21 了 十 6 十 (一 1) Co 十 ，…， 
ee _2,2,... 
故 1 cosxz™— 2 十 
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e _ 0|=。 = 
所 以 Res| [0| C_1 


Pp(z) 


Cy (Pp(zo) 天 0). 


2. 
例 4 求 下 列 函 数 在 有 限 奇 点 zo 处 的 留 数 : 


解 ”zo 是 f(z) 的 2 级 极点 ,用 规则 工 , 有 
Res| f(z),zo| = i | 一 zo)” | 


— 1)!1 dz” 


l nl) 
本 er EA zo) 
例 $ 求 下 列 消 数 在 指定 点 的 留 数 : 


COtT 之 
(1) 下 a)’” 


zz 二 a， k; (2) ez 十 1/z ， 


(3) ——, zi 一 kx; (4) 


po 
ZSinz (1 十 2)”” ” 


之 


(xz 一 zo)" 


一 0; 


解 (1) z = 二 a 是 二 级 极点 ,z 二 上 是 一 级 极点 . 


当 a 不 是 整数 时 ;有 


d » COtNxz 
Res[ f(z),al] = lim 丁 h | 一 a) Cay 


当 a 是 整数 时 , 令 z 一 a 一 4, 则 z 二 a 十 ¢, 有 
COtAz 1 cosxt 1 1 (Cx)/21 十 … 


| 一 -一 NCSCNAA; 


(《z .一 0 CE? sinne ne — (nb) 31+ 


一 页 | 去 — 本 名 十 

所 以 Res[f(z),a] = 一 亏 ， 
4 ， COSAZT 

Res| f(z) ;| 二 二 [= — ayisinxzT 


(2)z 二 0 是 f(z) 的 孤立 奇 点 . 


[a ; 


er = [1 十 z 十 备 十 … 十 知 十 …|> 


Lm Cn 
= > CnZ” 十 > ;cnz"， 
n=0 nn 二 1 
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] 


”TXT(R 一 02 


20 


1 _ ... 
有 -mT "02 


1 
Res[f (2),0] = 2 HT 
(3) x4 二 kx 人 一 士 1, 士 2， 


所 以 


十 2,…) 是 二 级 极点 ,z 二 0 是 一 级 极 
点 ,所 以 
Res[f (2) ,kr] = 一 二 = qr eo 
(gsinz) [sx Sinz + zcosz | 
l 
一 一 一 上 一 -一 
= (— 1) En? 
~» 1 dr, 1 1 ;sinz 一 cosz“。z 
Res[f(2),0] = limE[* ims |- lm 
i 1 一 COSZ 工 1im SinzZ _ 
z=0 SI 之 za0 COST 
(4) 和 二 = 一 1 是 nn 级 极点 ;所 以 
1 do | ” | 
Res[fCz), 本 一 页 二 1 Ji de (z + 1)" 1 二 二 
1 , # 十 1 
mr lim 2n (2n 1) * (7 十 202 


— DLL ] )"+1 
《8a 一 1 十 1)1 

例 6 求 下 列 函数 在 扩充 复 平 面 的 留 数 : 

(1) zzel/; (2) sin 过 + 


jo f(z) z 
(3) Ta (a 关 b,f(z) 在 全 平面 解析 , 且 1f(z)| 


委 AM,AM 为 某 个 正 数 ). 


解 (1) = 一 0 为 本 性 奇 点 ,2 一 oo 为 二 级 极点 ， 
在 0 二 |z| 二 十 oo 内 ， 加 
] ] 
f(z)= 2 | 
l 1 
z+z+t3 + azt ? 
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故 Res[ f(z),0] = ec 二 二 


6 
*“, 它 在 w= 二 0 的 某 去 心 邻 


令 z 一 言 ; 则 f(z) 一 /| 证 | = 
域内 的 洛 明 级 数 为 
1 于 itet 曙 + 甘 + 


一 -十 一 十 庆 十 元 十 …，0 反 |w| 二 十 co， 


所 以 Res[ f(z),0|] 一 一 二. 
(2) z 二 0 是 本 性 奇 点 ,z 一 oo 是 可 去 奇 点 . 


在 0 二 |z|< 十 吕 内 ,有 


.  ] ] [1 | 1 
sin 过 十 去 一 | 3 i 十 羡 ， 
所 以 Res[f(z),0] 一 c_， = 1. 


令 z 一 页 ; 则 f(z) 一 儿 言 | 一 sinw 十 w?, 它 在 w 二 0 的 某 去 
心 邻 域内 的 洛 朗 级 数 为 / 


f| 启 |=(w 一 守 + 号 十 … |+w 
= wtw i 0< Iwl <+ oo, 
所 以 ResL fe) co =0. 
3) 设 f(4) 关 0,f(56) 尖 0.z 一 a,z 一 5 为 一 级 极点 .又 


fe) 
lim (z — a)(z 一 20) 三 0,z 一 为 可 去 奇 点 


fz) fz) 
ke — a)(z— 6) <- im - (z 一 4)(z 一 已) 
_ f(a) 
CQ 一 
f(z) CO) 
Res| 志 一 a)(z = ? 
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Res| f(z) -]-- ES + £2 


(zz— a)(z— 6b) a—b b—a 
_ f(a) ~ fA) 
b—a 
你 之 二 co 是 二 级 和 零点, 故 
f(z) 1 f(z) 
Res| 5;'™” |= limz Ca 6 
f(z) | 二 1 f(z) 
或 Res| 二 一) 一 -而 2 J in CT a bY 
其 中 RR 二 max(la|,12|). 由 于 
一 1 f(z) MR R—% 
un Ge | RNR 0， 
和 f(z) _ 
后记 Res| 一 Q) 人 2z 一 万 ,一 ]= 0 
即 1 二 多 = 0 一 (0) = f(a). 
例 7 求 下 列 函 数 在 zx == co 的 留 数 : 
£2 。 2 
(1) et; - (2) cosz 一 sinz; (3) 3 和 z 
es ] | 
i zz 4 I 4" 


解 (1) e 一 1 十 评 十 如 十 …, 不 售 正 知 项 ,因而 点 c 
是 可 去 奇 点 ,所 以 
Res[ f(z) ,co |] 一 4. 


(2) cosz 一 Sinz 一 1 一 2 一 < 十 到 十 委 一 …， 含 无 穷 多 正 
矫 项 ,所 以 点 co 是 本 性 奇 点 ,所 以 
Res[ f (z) ,00 | 二 0. 


=2z2— 1 =- 二 .一 1 
z(l 二 3/z:) > 1 工 十 3/z: 
一 |1 十 三 十 三 一 


2Z 
(3) 5 十 云 一 
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和 一 与 十 二 十 入 V3 < 之 |z|<+ oo, 


所 以 Res[ f(z),00|]=— 2. 
(4) 因为 z 二 十 1 是 f(z) 一 县 役 是， 且 


Res[ f(z),1|] = lim -一 一 一 一 


> 十] 2 
ee _ 1, 
Res[ f(z),—1]= lim - 二 了 一 一 六 6， 


mb Res{lf(z),c0] =— Res[f(z),1] ~— Res[f(z), — 1] 


-一 二 Ce 一 e) 一 一 shl. 
(5) 在 4< |z| < 十 ce 内 , 洛 朗 展开 式 为 


1 
f(z) = z°*z(l1/z)(1 一 4/z)。 之 


1 1 ] 
= 去 [1 一 立 十 立 一 “| [1 十 生 十 副 十 … 


之 


显然 c-: = 0( 无 正和 天 项 ), 故 Res[f(z),ooj] 二 0. 


例 8 YD) 在 复 平 面 上 所 有 有 限 奇 点 处 


留 数 的 和 ， 
解 ”函数 f(z) 有 十 个 有 限 奇 点 ,要 一 一 算出 是 困难 的 ,利用 
扩充 复 平面 上 留 数 和 的 定理 ,有 


> Res[f(2) ,21] : =— Res[ f(z),o0]. 
在 1 二 |z| 二 十 ee 内 ,展开 为 洛 朗 极 数 , 即 


zl13 
{2) oT FT TT 


= 1+ 训 十 玄 十 “(1 一 二 + 志 ++… 


2 
一 民 十 z 十 过 十， 
所 以 Res[ f(z),00| =— c=— 1, 
>Res[f(z),z1] =— Res[f(z),00] = 1. 


二 .利用 留 数 计算 复 变 函 数 的 积分 

利用 留 数 计算 复 变 函数 积分 的 依据 是 留 数 定理 , 留 数 定理 将 
沿 闭 曲线 C 的 积分 计算 转化 为 对 被 积 函数 在 C 内 的 各 孤立 奇 点 的 
留 数 的 计算 . 因此 , 弄 清 曲 线 C 内 有 限 奇 点 的 个 数 、 类 型 并 正确 计 
算 其 留 数 是 计算 复 变 函数 积分 的 关键 

对 开路 的 复 变 函数 积分 | f(z)dz, 可 添加 曲线 Ci,C,…,C， 
i 

L 十 CC 十 Cs 十 … 十 人 一 

为 封闭 曲线 ,然后 利用 留 数 定理 求 得 中 /(z)dz. 于 是 


| f(yde 一 中 rz)dz 一 fed 一 | fee)de 
一 … 一 fede 


关键 是 | f(z)dz 应 易于 求 得 . 
例 9 利用 和 留 数 计算 下 列 积分 : 


sinz e 
(1) 中 tm3/2 之 dz; (2) 中 《2 一 DE 


COSZ | 
(3) 中 加 ER (其 中 为 整数 )， 


(4) 中 | _ thzdz; (5) $ ,tannzdz; 


oj 
(其 中 为 正 整 数 , 且 la| 关 1,16| 关 1,1al < 161). 
解 (1)C 内 只 有 z= 二 0 一 个 可 去 背 点 ,因而 
Resl f(z),0|] = limz 。 ne = 0, 
所 以 , | sinzd。 0 
(2) C 内 只 有 z= 二 1 一 个 二 级 极点 , 且 
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| ， e” 四 
Resl f(z),1|] = lim 元 | c 一 1) i |= 2e” ， 
人 中 G1 T2020 ~ re 
(3) 由 于 ”不 确定 , 故 用 在 0 二 |z| 二 3/2 展开 f(z) 的 方法 
来 求 留 数 , 即 


1 一 cosz 1 


1 
-二 全 -各 + 让 


z ! ! 
所 以 , 当 m 之 3 且 为 奇数 时 , 设 m == 22 十 1, 则 
] 


c_1 一 (一 ] ) “一 3)72 


(az 一 1)! 
-. l 
一 一 一 和 1 二 一 生出 虽 
一 【《 1) (2n)1 ，» n= 1],2,*…， 
1l—cosz] _ /_ | Vm-3/2 2n1 /nl 2ri 
中。 Z dz = (1) (m — 1)1 = (1 (2n)1° 


在 其 它 情况 下 5C_1 二 0， 中 二 一 jz 2 0 


|=| 一 3/2 之 


(4) 在 C 内 只 有 = 一 友 一 个 一 级 极点 , 且 
Res| /(z),3 |= 1 《 见 本 节 例 1(8))， 
所 以 中 thzdz 一 on. 
|* 一 2 一] 
(5) 在 C 内 有 六 个 一 级 极点 
zi 二 上 十 二 (k= 0， 士 1， 十 2， 一 3)， 
二 1 
rt | 
所 以 中 tanrzdz 一 2ri >Res[Lf (2) ,z1] 二 一 121. 


(6)z 二 a 和 xz 二 6 为 f(z) 的 级 极点 .因而 
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由 于 Res[f (2) ,21] = -nxz 


(cosnz)’ 


S 


1 ， do 1 
Res[f(2) ,0] =—0 lim Tl| (? a) py | 


加 1 1 {mn—1) 
a— 1)! lim | 去 一 py: | 

~ Fe 2 216 一 oz。 
类 似 地 ,有 


Res[f (z),b| = Fo 2 


当 |a| 过 16| 二 1 时 ,点 a 与 5 在 C 内 , 则 
0 1 dz 一 0 ( 留 数 抵消 ); 


zl=1 (Zz — a)"(z — 6b) 


当 1 过 lal < 之 1451 时 ,C 内 无 奇 点 ,1(z) 解析 , 则 


一 2)1(a — 6)' ™. 


dz 
中 (z 一 C)"(z 一 四) 0; 
当 |al 过 1 过 | 引 时 ,C 内 只 一 个 极点 z= 二 a, 则 


和 一 
sal (LZ — a)"(z—" [On 一 1 一 CO2: 


例 10 计算 下 列 积分 : 


z2 一 十 2 中 eez 一 et 
(1) 中 zt 十 10z: 十 Gs (2) iz|=1 和 dz; 


2COSZ 1 /ze 
(3) 中 (ee )(z 一 Dd (4) 外 ,二 1 十 Z dz; 
解 (1) 在 C 内 有 四 个 奇 点 z== 土 i, 土 31 在 C 外 有 一 个 
可 去 奇 点 z 一 co. 因而 


Res[f (z), oo ] = limz 


on 


2z?7 一 之 十 2 0 
z4 十 ]0z: 十 9 


2 一 
ft ni 0 


所 以 lzl<2 2 十 10z* 十 9 
(2) 在 C 内 只 一 个 二 级 极点 z = 0, 因而 
. dd ev“ 一 er 

Resl f(z),0| 一 lim 元 | = ; | 


之 


" 289 。 


_ lim (0 ei) = (a — b)i, 
之 一 产 疙 之 


uaz __ nz 
所 以 中 _ 一 dz = 27(O 一 4). 


之 


(3) C 内 只 有 一 个 三 级 极点 z 二 1. 因而 
. 1 . _. 2COSZ 
Res[L/ (2) ,1 = oy lim| Ce ) te Te) yd = | 


一 cosl 1 ee 十 er ] 


id i, 


ee-! 2 e 十 e- 2 


Licosz i 
pb 人 | 2 | 于 


2 1/z 1, 了 工 工 
Tz 一 z |1 zz zi 
上 ] 上 
[+ 去 二 下 十 卫 二 | 
2 1 1 
= |1++ ac 十 
因而 Res[f(z),o0] == 沪 ， 
2 1/s __2 。 
所 以 Te dz = 一 全 


注意， 例 9 和 例 10 中 的 积分 并 非 一 定 要 利用 留 数 才能 求 出 ， 
用 第 三 章 中 的 高 阶 导数 公式 和 柯 西 积分 公式 也 能 计算 其 中 的 一 些 
积分 ,只 是 难度 不 同 而 已 . 在 用 留 数 求 积分 时 ， 不 可 死 套 公式 ， 而 要 
灵活 运用 . 当 C 内 极点 较 多 时 ,一 般 不 逐个 计算 留 数 ， 而 将 f(z) 展 
开 为 洛 朗 级 数 求 c-1; 当 极点 级 数 较 高 ,也 可 用 展开 为 洛 朗 级 数 或 
高 阶 导数 公式 来 求 ; 当 C 内 孤立 奇 氮 多 而 C 外 孤立 奇 点 少时 ,还 可 
计算 C 外 奇 点 的 留 数 代替 . 总 之 ,方法 是 固定 的 ,运用 是 灵活 的 ， 读 
者 一 定 要 多 加 练习 , 熟 能 生 巧 . 


例 11 计算 中 一 一 一 人 


CD(t 
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解 zx: 十 yy 二 2(z 一 y) 即 圆周 (xz 一 1) 十 (y 一 1) 三 2. 
因此 C 内 有 二 级 极点 = = 1 和 一 级 极点 z = 1, 故 
T= 2xi{Res[ f(z);1|]| + Res[ f(z),1|} 


加 | 加 - . ， 1 [| | ] 
=2ri lim| (Gi TD) tn Gre TD 
onl _ 1 ,1 _ nn 
一 2 一 全 十 | 2 
二 21 
例 12 计算 中 2 十 2az 一 Tcz， 4 一 上 


解 z= 二 一 a 十 Ya: 一 1] 和 一 a 一 va 一 1 为 1(z) 的 一 级 
z 极点 ,因为 = 之 1, 所 以 z 一 一 4 一 Ye 一 1 不 在 C 内 . 


. 。，。 91 
T = 2niRes{[ f(z),A|= 27i lm 一 -一 一 一 一 一 
0 42z 十 4 十 va 一] 


-2xi .一 和 =- 一 经 
2 vc 一 ] VaE 一 1 
其 中 A=—a+ Va—1. 


例 13 设 C 是 z 平 面 上 一 条 不 经 过 点 z 王 0 和 z 王 1 的 正 向 
简单 闭 曲线 , 试 就 C 的 各 种 情况 计算 积分 


2 全 1) 
解 zx 一 0 和 z 王 1 是 被 积 项 数 的 奇 点 . 先 计算 名 奇 点 的 留 数 . 
在 圆 环 域 0 二 |z| 二 1 内 ,有 z 


_cosz _ 二 11. 2 4. ,。。 _ 2 
zi(z—1) zs ‘liz 二 2 十 1 2 十 机 
一 一 (Cz 一 十 z 一 十 -1 十) 2 2 
一 一 《Z 区 - > 十 (1 27 十 一 …| 
__i1 i l,li1l 
2 Zz? 22 十 2 
所 以 Res[f(z),0] 一 一 去 


z 二 1 是 一 级 极点 , 依 规则 I ,有 


COSXZ 


Res[ f(z),11 = limz — 1) yp coOS1， 


2 (2 
讨论 与 奇 点 的 相对 位 置 , 即 
车 z= 二 0 与 z= 二 1 在 C 外 , 则 积分 I 二 0. 
车 z= 二 0 在 C 内 ,z= 二 1 在 C 内 , 则 7 = 一 i. 
若 z 二 0 在 C 内 ,z= 二 1 在 C 内 , 则 了 二 2xicos1. 
其 = 一 0,1 均 在 C 内 , 则 工 一 2ri| cosl 一 去 | 


例 14 已 知 a 关 0,f(z) = = 二 ,计算 中 冯 各 dx, 其 中 C 是 
圆 域 jzj < jaj 内 围绕 原点 的 任 一 正 问 简单 闭 曲线 ， 
解 人 


d”* /zz—a 
Res[/(z),0] = lin 起 dz” | 十 


1 .dd” 2a 
xn! lim nm fr | ty 十 :| 


1 d"” ”fr(— 1)2!12a 

| :2 所 = (z 十 a) |= 
-inty-: 2 1 
一 了 im| ( 了 Gr | 
二 (一 1) 2a™", 


所 以 7 = 2xi( 一 1D” 20 = (— 1)" 4xa™i. 


zl3 


便 15 计算 积分 和 ter 十 rT] 
解 ” 由 于 C 内 共有 六 个 奇 点 
/ > 二 十 V5i .和 e 24t1)ni/4 (天 —— 0,1,2,3), 
计算 留 数 相当 麻烦 ,利用 留 数 和 的 定理 ,可 使 计算 简单 . 
在 3 之 |z| < 天 十 oo 内 ,有 
1 


f(z) = 


1 1 ‘ 
1 十 ya 1 十 ye 
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1 5 25 3 1 1 2 
Il | 上 1 一 评 十 寅 十 | 
1 1 一共 二 [1 一 新 十 | 二 记 十 ， 
之 之 之 Zz 
因而 Res[ f(z),00 |] =— ci 一 -一 1， 
所 以 7 一 2ri[ 一 (一 1)j= 2n. 
、 ] 
例 16 计算 积分 中 (z 一 3)(z’ 一 Iya 


解 在 C 内 有 五 个 奇 点 ,在 C 外 有 两 个 ,= 王 3 和 z= co. 利 
用 留 数 和 的 定理 , 先 计 算 C 外 孤立 奇 点 的 留 数 . 
rr 1 =- 
Res[/ 3 一 91 一 342 


六 
一 二 十 …， 
即 Res[L/ (z), co 二 0， 
所 以 “一 ro 请 j= 一 项 
dz = _ ”clno 四 
全 17 计算 积分 od (a 一 e'™,4 之 0), 其 中 是 


自 下 而 上 的 直线 ==a (0 之 a 之 

(rib) 解 作 如 图 5.1 所 示 的 线形 线路 
“TOR kokskk), 在 并 内 有 两 个 一 级 极点 = 一 1 
a+2 和 z 二 2. 依 留 数 定理 ,有 | 


吉 


7 工 dz 
be, 2ri Jr assinrz 
= Res[f(z),1] 十 Res[/(z),2] 
5.1 1 : 


(a’sinnz)’ | .- (assinxz) | :-， 


。，L93。 


l 


na Na” 


因为 大 和 ko 方向 相反 ,如 上 z 值 比 三 & 上 大 2, 有 


| dz 三 | dz 
所 QzS1nT 之 Ei a “snNNnZ 


因此 
二 
2Tri 互 下 Fi Ja’sinnz na na? 


又 | 0 


ET SI1nNTnZ 


dz 


ER a’SINA 


a 二 2 dz 
< 5 一 0 0 一 o)， 


+2 dz 


[im dz ] dz 
poo) FE azsinrz c ailsinnz 


则 | lim — 


dz 
peoo 2 ra “sinnz -到 中 arsinxz 


1 dz 

2rlJc a’sinnz Xx(l + a) 
三 、 利 用 留 数 与 留 数 定理 证 明 命题 
例 18 设 f(z) 在 0 二 |z 一 a| 万 r。 上 解析 ,a 是 f(z) 的 一 
级 极点 ,也 是 在 圆周 |z 一 a| 一 r 信 ro。 上 取 的 一 - 段 弧 ， 从 “到 了 所 
张 的 角 为 9 (0 委 0 和 2r)， 和 如果 limb -== 0, 则 | 


tw]. ze)dz = 一 — igRes[ f(z), a], 
其 中 r, 对 于 a 取 顺 时 针 方 向 . 
证 ” 设 Res[f(z),a] 一 cw 则 f(z) 一 一 二 -十 g(x),g(z) 
在 点 4 解析 . 当 |z 一 4a| 夺 7r 志 ro 时 ,|g(z)| 志 MM. 所 以 
< M2rr(r < r), lim| ec?dz -0. 


所 以 


-B70 | < 
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设 上 始点 为 a 十 re, 终点 为 a 十 re®%, 则 
| “一 Lg 一 | eidy = ci CO— PB) = cd. 
Tr, a 
而 lim68, 二 8, 故 
lim| ， f(z)dz =— cb =— igRes[ f(z),0]. 
大 一” 从 py 


例 19 设 YXz) 在 a 点 的 邻 域内 解析 ,Y (a) 关 0,f(5) 以 向 为 
一 级 极点 且 ResLf(6) ,boj 二 A, 试 证 复合 函数 f[9Lz)j] 在 a 点 的 


留 数 Res[f[9(z)],a] 一 了 
证 由 泰勒 展开 式 , 有 


安 2 (2 


H(z) 一 aa) 十 0)(z 一 C) 十 一 一 (z 一 Q) 十 
十 HO (2 一 4a)” 十 …- 
n! 
一 Pa) 十 六 (z)(z — a), 
h(z) = zf (a) 十 一 一 一 EA (> 一 Qa) 十 … 十 盖 一 一 一 (a) 0) (s 一 a)”-! 十 ，…， 


由 h(a) = WU (a) 关 0=> 在 a 的 邻 域内 hc) zz0. 
函数 (6) 以 4 为 简单 极点 , 且 Res[f() ,5,] 一 和 4 的 充 要 条 件 


是 ;f($) 在 刀 的 某 去 心 邻 域内 的 洛 朗 展 开 式 的 负 短 项 只 有 二 二 所-， 
且 c- 一 4 关 0 设 太 t) 在 5 去 心 邻 域内 的 洛 庆 展开 式 为 


- . _def g(Z) 
/ 人) 一 Fi Cy 二 co 二 a 一 如) 十 … -一 区 人 


其 中 8g(C 在 如 的 邻 域内 解析 , 且 g(&6o) 王 4 天 0( 即 在 六 邻 域内 
gty 尖 0). 由 此 


_ glg(z)] gz) 
/p= so) pe ~ GG aah) 


以 a 为 一 级 极点 .于 是 


Res[f[g(z)],a] 一 lim(z 一 a)ALPCz)] = lim EJ 
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glyp(a)|] 4 
h(a) g(a) 
例 20 设 c>0, 了 为 直线 Re(Cz) = c, 证 明 : 
1 f a 1 [ti ae Ina，a 之 1， 
夫 | .Sa= = | = 一 | 0 < a 王 |. 


证 ” 当 a>>1 时 , 取 尺 (>c) 为 正 数 , 在 直线 Re(z) 一 < 左 侧 ， 
以 = 一 < 为 圆心 .及 为 半径 作 半 圆 Cx,Cx 与 直线 Re(z) 一 c< 构 成 财 


曲线 C. 则 函数 到 在 C 内 有 一 个 二 级 极点 = 一 0. 于 是 
| 2 dz 一 2riRes| f(z),0|] = 2n lim (aq) = 2rxilna. 
Cz z— 人 0 刷 之 
即 | 2idz + | dz = 2rilna. 
c—iRk 2 CR 之 


估计 积分 | dz， 即 


Rdg 


记 zlna 3x/2 | lne(c 十 Re ) 
,de <| |e ldz| = le 
“2 |z°| x/2 | 及 ev 十 clif 


2 
所 以 , 当 展 一 co 时 ,有 
工作” 2 dz = ln(a) (a > 1). 


2ni c—ico z’ 


当 0 < 之 a < 之 1 时 ,在 直线 Re(z) = < 的 右 侧 ,以 = 一 “为 圆心、 
R 为 半径 作 半 圆 Ca,Cx 与 直线 Re(z) 二 c 构 成 闭 曲 线 C, 则 函数 与 


在 C 内 解析 . 故 
“296 。 


‘ln (1 一 En ) 一 和 (RR 一 CD a >1)， 


之 之 ctiR 9 
| 一 dz 一 | zdz 十 | 和 dz 一 0. 
CC 之 CR 之 c—iR 


| 了 3x/2 le™ c+ Re 0) 3g 
由 于 | ,de |< | rd 
/2 - 
一 Rs ew| eRinacos4 d 8 
x/2 ~ Rinlsing 民 一 Do 
-Re 9 


上 且 0<a<<1 ,二 1, 所 以 上 式 右 边 ~0(R-~oco 时 ). 由 令 民 一 
ceo, 便 有 


1 ctlco 


adz=0(0<a<1). 


oni cico 多 
例 21 设 Hz) 在 zo 解析 ,zx 为 f(z) 的 一 级 极点 ， 且 
ResLjz),zoj 一 4 证 明 
Res{[ f(z)p(z) ,zo | = 4PCzo). 
证 ”由 于 zo 是 f(z) 的 一 级 极点 ,f(z) 在 zo 邻 域内 的 洛 庆 级 
数 为 


f(z) = 
所 以 ,f(z)glz) 在 zo 作坊 的 海归 级 数 为 
jz)g(z) = SEE 十 gz)8(z) 
由 于 g(z)9(z) 在 x。 解析 Wy zs 为 FeygCz) 一 级 极点 
例 22 设 f(z) 一 2 在 复 平面 上 解析 ,证 明 :对 任 一 正 


zz + 82), 


整数 ,函数 半生 在 点 = = 0 的 留 数 Res| 和 ,0|= a 
证 ”因为 f(z) = S Vow, 所 以 / 


N= 人 0 
~ 二 aoz 下 十 zt 十 局 十 ayiz 十 i 二， 
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故 Res[ f(z)/z*,0] 一 cl 一 atl. 


第 三 节 留 数 在 定 积 分 计算 上 的 应 用 


主要 内 容 


1. 形 如 | (cos0,sin6)d9 的 积分 
心 


os 和 es 为 cos 与 sing 的 有 理 孙 数 . 令 zx 二 e ,dz 一 
一 了 


ietbdb sing 一 一 ,COSO 一 < 元 ;积分 化 为 
22 十 ] 2 -1 ee yd 
中 | 2z ”2iz jiz re 


4 一 2ri > ResLf Ce) so 
其 中 zi(k 二 1,2,…) 为 包含 在 |z| = 1 内 f(z) 的 扳 立 奇 点 . 
2. 形 如 | RCz)dz 的 积分 


R(z) 是 工 的 有 理 函 数 ,分 母 的 次 数 至 少 比 分 子 的 次 数 高 二 
次 , 且 R(z) 在 实 轴 上 没有 孤立 奇 点 , 则 


| Rdz= 2ri > Res[R(z) ,zi] 
着 RCz) 为 偶 函 数 , 则 
| R(z)dz 一 Wi Res[R(z) ,ca]， 
其 中 zz 为 R(z) 在 上 半 平 面 的 极点 . 
3. 形 如 | “Rdz)esdz (a > 0) 的 积分 


RGz) 是 zz 的 有 理 函 数 ， 分 母 的 次 数 至 少 比分 子 的 次 数 高 一 
次 , 生 RR(z) 在 实 轴 上 没有 扳 立 奇 反 ， , 则 
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十 co 
| R(x)e"’dr 一 2xi > ,Res[R(z)e'™,z,] 
_ww “和 
十 co 二 5 
或 | R(TIcoOSsaTdXx 十 | R(x)sinarxrdz 


一 2xi y Res[R(Cz)ee zi]， 
其 中 zi 为 R(z) 在 上 半 和 平面 的 极点 . 


疑难 解析 


| 


答 。 因为 留 数 Res[f/(z) ,zj] = 款 上 中 f(z)dz, 可 知 留 数 是 与 
封闭 曲线 上 的 复 变 函数 积分 联系 在 一 起 的 ,所 以 要 利用 留 数 来 计 
算 实 积分 , 逢 要 解决 两 个 问题 ;一 是 将 定 积分 的 积分 区间 ( 实 轴 或 
实 轴 上 线段 ) 转化 为 闭 咎 线 , 一 是 将 定 积分 的 被 积 函数 ( 实 函 数 ) 
转化 为 复 函 数 . 

转化 区 间 一 般 采用 代 换 (如 z = e”) 或 添加 辅助 曲线 (如 半圆 
周 或 折线 段 ) 并 辅 以 极限 概念 来 实现 . 将 实 初等 函数 转化 为 复 初 
等 函数 ( 实 积分 的 被 积 函数 一 一 般 是 实 初等 函数 ) 比较 容易 做 到 ,一 
般 只 要 将 工 改 为 = 就 可 以 了 . / 

比较 关键 的 是 ， 要 准确 地 找 出 积分 线路 C 内 的 全 部 奇 点 ,才能 
计算 留 数 求 出 实 积分 . / 


2. 对 于 形 如 | "RCz)dz 和 形 如 | “RGz)e*dz 类 型 的 实 各 
分 ,如 果实 轴 上 存在 孤立 奇 点 ,应 怎样 处 理 ? 
答 。 对 于 形 如 | “RCz)dz 和 形 如 | “R(z)e“dz 类 型 实 积分 
的 情形 ,要 求 在 实 轴 上 没有 孤立 奇 点 , 才 可 以 用 留 数 计算 定 积分 ， 
如 果实 轴 上 有 孤立 奇 点 ,一 般 的 处 理 方法 是 :以 孤立 奇 点 为 圆心 
为 半径 作 半 个 小 圆周 . 如 果 取 上 半 小 圆周 C,, 则 孤立 奇 点 就 在 上 
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半 平 面 外 (因为 C; 与 实 轴 组 成 C 的 一 部 分 ); 如 果 取 下 半 小 圆周 
C,, 则 孤立 奇 点 就 在 下 半 平 面 内 . 计算 时 要 取 ”~ 一 0 时 的 极限 ( 克 例 
15,17,19,22) 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


用 留 数 计算 定 积分 没有 特别 的 方法 和 技巧 ,首先 是 分 清 类 型 、 
验证 条 件 .确定 孤立 奇 点 及 类 型 . 计算 留 数 的 方法 和 技巧 在 上 一 节 
已 经 讲 过 ,就 不 重复 了 . 

1. | RCcos0,sing)do 型 积分 

一 般 采用 代 换 = = e, 则 dz ievdb, 从 而 dg ~ - sing 一 
呈 二 1,cos0 一 于 上 1 当 9 从 0 变 到 2x, 点 = 就 措 出 一 个 正 向 单位 
圆周 jz| =1， 只 要 被 积 画 数 在 |z| = 1 上 无 奇 点 , 即 可 应 用 留 数 定 


a 
1 “计算 下 列 积分 : ， | 
of 0 (2) “sin gg (sb>0) 
5 十 3sing 1 i ” 
解 ”(]) 设 z 二 co 效 sing 一 1,d0 一 入 代入 原 式 ,得 


2dz -9dz 
“一 中 [<1 32 十 10iz 一 3 一 天 =1 3(z 二 3 (z 十 1/3)- 
车 积 国 履 在 zl = 1 内 只 有 一 人 一 ~ 而 
z ResTR(z), — /3] = im 


“gij3 | 二 SC 十 37 一 元. 
所 以 :了 工 一 27ml ‘Bes [ae 一 了 |- 一 27Xi 。 |- 中 _ 
(2) 将 sing 一 生生 ,cosz 一 一 二 1 ,dg 一 经 代 人 ,得 
21z 2z | lz 
: 7 一 本 中 1) 
2 js-i2 (br? Foro 
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在 |z| 二 1 内 有 二 级 极点 z = 0, 一 级 极点 z1 一 一 < 六 4 一 儿 


Va 
所 以 
1 = 2 。 (Res[LR G2),0] + Res| Re 二 -et ye] 
-一 "im 和 | 
洲 科 
lim Te 
-一 2 5 人 | = 各 Ca Sa 一 Var— By. 


例 2 计算 下 列 积分 : 
《1) | 二 a > 0; 2) | cos “zdz, * 为 正 整数 


解 将 sin:x 先 化 为 地 (1 一 COS2Z) ,再 进行 代 换 . 


1- 二 二 -~ az -_ ee 
oa 十 Sin?z .Jeo2a 十 1 一 cos2z - 2a 十 1 一 cos: 


-2i az 
kt=i2 一 202a 十 1)z 十 1 
2 一 2 十 1 一 Y(2a 十 1 一 在 |z| 一 1 内 ,一 24 十 1+ 


Vt 二 17 一 了 在 lz| 外 , 且 为 一 级 极点 ， 依 留 数 定理 ， 有 
1= 2ri.2i. “ Res[R(z),z1] 
rim 1 -一 一 
2 一 2a 一 1 一 VC2 十 1 一 1 
4r 一 并 二 .< 
?VF T= Vv (2a 十 1)* 一 1 


(2) 将 -cosz 一 = -二 dz 之 代入 ， 得 : 


1=| [2 Pe 1| 《2 eb z 
zj=1 lzl=1 


pa 
z 二 0 是 2n 十 1 级 极点 , 依 留 数 定理 ,有 


mii 
"ms, 
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2 2 
7 一 27l 。 2 lim Ta 7 YY [Ce 十 1)”] 


区 n 区 
一 Joni 22"—1 (Cn 1 )2° 


例如 ， 求 积分 | cos*9d0 的 值 ,利用 题 (2) 的 结果 , 令 二 2, 即 得 
| COS 40d0 -一 37: 

例 3 计算 下 列 积分 : 
(1) | an 上 让)d9, 5 为 实数 且 不 为 零 ， 


(2) | cotce 二 6)d9, 5 为 复数 ,日 imk6) 天 0. 
0 


解 ”此 两 题 类 似 于 第 1 种 类 型 ,但 又 有 所 不 同 . 要 注意 代 换 
的 形式 ,使 得 [0 ,7] 能 化 为 贺 周 . 


(1) 令 z= 一 ert, dz = eaeto2idbg, db 一生 


:之 一 
tanxz =—=—1 -二 二 -tan(g 十 10 ) 1 Zi 
当 90 从 0 变 到 7 时 ,z 点 可 描 成 辕 周 Iz| = e- “. 代 人 ,得 
IT 一 中 -二 于 1 路 ~ 一直 : Zi dv 
ll 一 zx 十]1 2lz 2 Jir=e zz 十 了 ) 


在 |z| = e-» 内 的 奇 点 要 讨论 . 当 5 汪 0 时 ,C 内 只 有 一 级 极点 z = 
0; 当 65 二 0 时 'C 内 有 两 个 一 级 极点 = 一 0 和 = 一 一 1. 
省 依 留 数 定理 ,有 


,pr x .< Ai 
7 一 2xiRes| R(z),0] limz zz 工 T 一 Ti 
< 依 留 数 定理 ,有 


7 一 一 可 .2mi(Res[R(z)， 0] 十 Res[R(z), — 站 
_ l i 
一 ri | limz -让 二 [2 下 1 十 lim +D 二 |- nl. 
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1, b> 0， 
一 Al， b= 0. 
(2) 今 z= e'+ 设 5 二 A 十 iB, MW dz = eic+oido ,db = 


当 0 从 0 变 到 2x 时 ,z 点 描 成 圆周 |z| 一 e 正 向 (= 一 e ”一 


故 | tanC@ 十 1)d0 = 


ei9+tA+B) 一 ee e+ )。 由 
cosT ex 十 e . :.e “十 1] 
COt 一 Sin Ci ei 1 二 1 PAE ] 9 
.十 1 
有 cot 十 0 一 1 一 村 
2X 之 十 ] 

4 _ -一 -一 一 dz. 
代入 ,得 | cot(0 十 6)dd | z(z 一 1) 


被 积 函数 共有 两 个 有 限 奇 点 z 一 0 和 > 一 1 

当 妃 盖 0 时 ,= 一 0 在 jz| 一 e 内, 帮 

T = 2niRes[R(z),0|] = 2m lim “之 Es 一 一 27l. 
当 B < 过 0 时 ,z 一 0 与 z 二 1 在 1z| ==e ”内 , 故 

7 = 2ri{(Res[R(z),0] 十 ResLR(Cz)，1]) 


一 2ri | lim -二 一 二 lim(z 一 1) -二 一 |- 2T1， 
这 一 


"人 0 -A 1) Z(Z -一 1) 
fax 2rli， B<=0, 
t( 十 5)d0 = | 
避 J ,eorco + —2ri, B>0. 


2x 


例 4 计算 积分 | edtcos (n0 一 sin9)d9, n 为 自然 数 . 


解 。 虽然 被 积 函数 不 是 cosg 和 sing 的 有 理 函 数 ,但 也 可 以 用 
变换 z 二 e” 归 为 留 数 的 计算 . 


2 
1, = | es [cos (nO — sing) — isin (nd — sing)]Jdo 
0 
2 ， ， 25 .i x ig . 
.一 | ecosb . ei sing) 0 一 | ecosb+isinl 一 nbQD 一 | ee -ndg0. 
必 人 0 
令 z 盖 e“ , 则 
人 gp 去 | 2re* 
1 = | e “dg= 二 dz 
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~ Res[R(z),0] = 2r 工 lim(erym = 红 . 
ni .0 n1 

因为 - 了 十 | “esin (nO — sing) do, 

由 实 部 与 虚 部 的 对 应 关系 , 知 


2 
7 | eco0s (ng — singydb = 2, 
, 了 


7 = | eesincnb _ sing)dg = 0. 
此 题 的 技巧 在 于 ,将 所 求 积分 作为 实 部 ,再 配 上 一 个 虚 部 的 积 
分 , 组 合成 一 个 可 以 进行 代 换 的 积分 ,进行 计算 . 其 结果 按 实 部 对 
应 实 部 、 虚 部 对 应 虚 部 即 可 写 出 . 当然 ,根据 实际 情况 ,所 求 积分 亦 
可 作为 虚 部 出 现 . 


例 5 计算 积分 | “cos*40d0. 


解 利用 变换 ,有 
雯 8 一 自如 4 
T= | | 一 -iexdb ( 令 > 一 e ) 
_ | | ‘dz_l1 ' (z + "1, 
fe| = 1 2 1 2 1 [zj = 1 16z1 


在 |z| = 1 内 ,有 一 个 十 七 级 极点 . 展开 R(z) 为 洛 朗 级 数 , 有 


(zs 十 1) z's 114 zs 4 6 15 
人 二 = 千 (1 一 襄 + 训 一 部 二 … 
i 1 15 _ 1.7 0 _ 1 ss 
z = 者 | > 他 十 六 25 十 |， 
、 po 8 4 
所 以 | eosta0d0 = 十 中 -+g 
0 i |z|==1 162 
| on 二. 3 
= 4 16 4 
、 和 1 
例 6 计算 | a (0<p<1. 
解 作 代 换 z = e” ,得 
| 1..  _dz 
zl=1 1 一 pz’: 二 (p:—1)z—p 
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2 一 


l 
-| |=1 TE 
在 |z| = 1 内 有 一 级 极点 < = p. 依 留 数 定理 ,有 


7 了 = 2n Res[ f(z),p | 


HR 


1 
(z 一 pp)p(lzC— 1/p) pr—1 


2， | “RCz)dz 型 积分 

注意 ”被 积 消 数 应 满足 条 件 :R(X) 为 工 有 理 盟 数 , 分 母 攻 次 
数 至 少 高 于 分 子 两 次 . R(x) 在 实 轴 上 无 奇 点 . 若 有 奇 点 ,用 疑难 解 
析 2 中 提示 方法 可 解决 . 关键 在 于 准确 找 出 上 半 和 平面 的 全 部 孤立 
奇 氮 . 

例 7 人 


+o 2 
Dara 0) Fa 
解 (1) R(e) = 本 二 2 分母 守 次 数 高 于 分 子 四 次 , 实 直 
上 无 奇 点 ,上 半 平 面 内 有 二 Re 


a . 一 1 一 一 -一 一 -一 | d 
1 一 2ZTI 。 Res[ R(z),i] = ZN， (2 一 lim ee 十 
| ii x : 
一 2ri| 一 四 一 7 


(2) Rz) 一 本 二， 分母 蹇 次数 高 于 分 子 两 次 , 实 轴 上 无 胡 
点 ,而 i 
1] 十 z= =- via+D]|, + EtD | 
‘|: V2-D | (31+D], 
V2 .、 V2 


其 中 一 一 (1 十 1 7 《一 1 十 由 是 R(z) 在 上 半 平 面 一 级 极点 . 所 
以 


=—— 2x lim(z CO— p) 
zp 
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7 xi {Res| RG) , v2 0 +) |+Res| RO), S21 + | 


二 + 二 |= AD 
=— Xl 


4 vVIi 4 w2i 4 
例 8 计算 下 列 积分 : 
十 ee dx 
(1) | Cx: 4 4)Cr + 1) 
to d 
WD) Err > ">0 


解 ” (1) RC(X) 是 偶 范 数 , 有 


全 dr - 二 | -cr 
,zDD 2 (ri 二 4)(r 十 1) 

在 上 半 平 面 有 二 级 极点 z 二 i. 一 级 极点 z 二 2i, 分 母 荞 次数 高 于 分 
子 两 次 以 上 , 实 轴 上 无 奇 点 ,所 以 


= 5 . 2ri{Res[R(z),i] + Res[LR(z) ,2i]) 


= ri (lim (x 一 2i) Cr DT 
+ 加 一定 证 
sls -| 让 
Dj rr TT 
被 积 函数 在 上 半 面 有 一 级 极点 z 一 ia 和 访 . 故 
7 = Fri{ResLR(z) ,ia] + Res[R(z),ib] 


li ia) 1 

本 ni [lim 0 (zt ai)(z’ + 6) 
. 1 

十 lim(z 一 wb) (z2 十 62)(2 二 已) | 


1 1 
ri| Fe — a’) + 2ib (a° 一 5 | 
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开 


2ap(a + 60). 
例 9 证 明 : 
| dz _ i "in 二 一 2)1 
2rijJc zz (26 一 1)102 一 1)17 


式 中 ,与 4 为 自然 数 ,C 是 平行 于 实 轴 且 与 虚 轴 交 于 i (> 0) 的 
直线 . 
、 dr (人 dz 
i -二 一 | Cz 二 ee 一 这 7 
本 | GZ 十 天 记 二 ih) 
R(z) 在 上 半 平 面 只 有 一 个 上 级 极点 z 一 这 ,所 以 


1 ( dr . 
二 | 一 =— Res[R(z),ih | 


一 lim eo d | 去 1 | 
2 ( 一 1)!1dzciL(z 十 过 ) 
lim (一 in(n 十 1)…(n 十 十 1) 
: = pilin (zz 十 1)! 
(2 十 到 一 2)! 
(一 1)1(62A) (2 — 1)1. 
、 十 co TF _ XA 
例 10 计算 积分 | Tr dr (p,q, 了 为 非 负 整数 , 且 zp 
<T,g<T). 
解 ”由 题 设 知 分 母 窗 次 数 高 于 分 子 两 次 ， 实 轴 上 无 奇 点 ， 在 
上 半 平 面 有 了 一 1 个 一 级 极点 ,z = e”/7， 二 1,2,…,T 一 1( 因 
为 分 子 点 与 分 母 有 公 因 于 2? — 1， 所 以 z 二 土 1，  , 即 实 输 上 的 点 不 是 
极点 ). 所 以 


|，5= 考 ads Z 二 人 zp 一 一 zc 一 zj。 
0 1 一 一 27 dz 一 2 一 ce 了 工 一 xz2T -~ 一 Xx 
一 2 xi Res[R(z) ,aa] 
t= 
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cot 


x 2p t+1 -28 十 1 
一 DT oT Cot 2T |. 
当 T = 2n,g = pin (pp 二 nn) 时 ,有 
to zr? 7 2 十 1 22 十 2 十 1 
| Tz md 到 | cot in 二 -一 一 7 一 cot IT | 
2 十 1] 
2n ” 


一 /| 2nsin 


、 to dz 
例 11 计算 积分 | ~ TT Ti (n 是 正 整 数 ). 
解 。R(z) 一 ri 在 上 半 和 平面 有 一 个 ?十 1 组 极点 z= 


一 i. 分母 寡 次 数 高 于 分 子 两 次 以 上 ,在 实 轴 上 无 奇 反 .所 以 
7 一 2 。 | 1 ] 


d 1 
一 2 er lim Ge 一 i)"+ ii i Tiric | 
1 (1)"Cn + Dn 2) (2n) 
2ri 7 n! im ~ (z 十 1 
— oni . (7 二 1) (Cn 二 + 2)，… “(2n) — (2 Dl!!. 
z nl2™ .1 , | (2n)1! 
特别 地 ， 当 n 二 0 时 ,T 二 痢 


Z 一 工 十 2 
例 12 计算 积分 | z+ 1077 十 9 


十 2 
“入 R(z) = 在 上 半 平 面 有 两 个 一 级 极点 2 一 一 


i,z 一 3 分 母 者 次 数 比 分 子 高 两 次 ， 在 实 轴 上 无 奇 点 . 所 以 
7 = 2 人 ， i] + Res[R(z), 3i] 


2 一 Z 十 2 1 和 一 z 十 2 
本 2ri (lim 0 CHET tt a | 
onl_1+ti, 377)_ 5 


二 oc5 . 
3. | RCzyeecdz 型 积分 (2 > 0). 
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被 积 级 效 RGCz) 是 zz 的 有 理 函 数 ,分 母 寡 次 数 比 分 子 高 一 次 以 
上 ， 实 输 上 无 孤立 奇 点 . 
例 13 计算 下 列 积 分 . 


COSX | XSInx 
| ~ XT ar 2 | dr 
解 〈1) R(2) = 二 二 人 二， 分母 等 次 数 比分 子 高 两 次 , 实 
轴 上 无 奇 点 国有 一 个 一 级 极点 二 一 2 十 i 所 以 
I=Re[| _ - dz | 
一 人 cf{2xi 。 9) 一 2 十 了 
和 Re | 2 lim, To Ti 十 3 十 | 
一 Re| 2 可 = Re (ne! 一 ) = xe™!icos?. 
(2) 人 人 2) 二 Ta 分 母 帮 次 数 比 分 子 高 一 次 , 实 轴 上 无 奇 
上 扩 ， 上 半 平 面 有 一 个 一 级 极点 = 二 i 所 以 | 
7 = ;车 -dz |= im {2niRes[ Re), i]) 


= Im | 2n ri lim — m |= TImrxie- 可 一 ze- 
“ 例 14 ”试用 图 5.2 中 的 积分 路 线 求 | ”Smzdz 
解 因为 
| ”sz sinz ~ 二” sinzar， 
oo 并 ”2J_- 
由 柯 西 - 十 萨 定 理 , 有 
1 人 EE 让 + 人 + 由 = 0 


* 309。 


@i CR+iy) R 人 一 ?了 dy R-» Do 
一 -一 -一 -gw 一 上. 一 一 > 0, 
| 5 "| ,RD 


0 el Riy) fx 已 一 > 要 -一 oo- 
- i 


一 eltz 一 Rx) e “| 人 
人 X | TT—— Xx dz Fad 0， 
而 lim cd。 一 一 XI 
0 
所 以 2i| szdr = ni ( 即 r 一 0,R 一 co)， 
0 
+t siNnx i 
SX 
Bp | 本 一 2 


例 15 ”计算 积分 | e-“cosbrdx, 其 中 a 之 0,6 为 任意 复数 
y 解 ” 被 积 了 消 数 e-"* cosbx 是 


B z=z+tibl2a at opibz 一 e 一 tc +ibe 


eo 的 实 部 . 因此 考虑 项 数 
A b 12 b? 


Z= 工 RI kK(z) = e+ibe 一 e 和 
取 积 分 线路 如 图 5. 3 所 示 . 
因为 R(z) 在 闭路 及 其 内 部 解析 ， 


7 十 了 十 7 十 1 一 0. 
RR 2 ，， 
1, i 已 th dz, 
一 天 


2 (Riy) +ib(CR+iy): —aRk’ 6/ 24) “一 二 RB i 
心 


TR 2 40) 
1; = e ee dz, 
FR 


2 。 
@°7 by 。 ROD “dy. 


0 R _R 2 bi/ (24) 
1, — 已 一 以 一 十 1 赴 雪 5 一 tiwWidy me Je Le 
b/2ud 


0 
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当 尺 一 oo 时 ,有 


多 十 ce 2 2 T 
—p jt 一 CT 已 (4 
Deo eds = et/E 
— ce ud 


2 h/t2a) 2 _ , R-» oo 
11 委 e | edy 一 一 -0，7 一 0. 


同 理 有 1 一 0. 
于 是 , 当 玉 一 co 时 ,有 


| edz — ~—6 /44) / 工 
-oo a 
由 实 部 等 于 实 部 , 虚 部 等 于 虚 部 ,得 


to 2 2 Tt 
一 -6 
| ez cospzdz = e™“*),/—, 
_ oo a 


十 co ， 
| e “~ sinbrdx 一 0， 
. 十 co * 
例 16 计算 积分 | ”一 -22 dr， 


ZL1 十 并) 
解 此 例 与 例 13 类似 , 例 13 是 用 柯 西 - 古 萨 定理 解 , 此 例 用 


留 数 定理 来 解 . 函数 R(z) = 二 5, 分 母 者 次 数 高 于 分 子 一 次 


以 上 ,但 实 轴 上 有 孤立 奇 点 z 二 0. 作 以 原点 为 圆心 .> 为 半径 的 上 
半圆 周 C,( 见 图 5. 4(a)) ,使 Ce,[ 一 R, 一 门 ,C.[r,R] 构 成 封闭 
曲线 , 叱 时 闭 曲 线 内 :只 有 一 个 奇 点 1 于 是 
] + el2i 
《 im| 二 |- zl(l++r’ dz | 
= lm(2riRes[R(z) ,1 |} -一 mn c, pr 
dz _ 
lim|. cI qT z 


] eZ 
{ = 3 Im | 2ri lin lim es | 
人 
2 


Nl, 


zDDt™ 
一 lin 一 -| 十 xi |= (1—e ) 
2 2 
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图 5.4 
若 取 以 原点 为 圆心 .r 为 半径 的 下 半圆 周 为 C.( 见 图 5.4(b)), 则 > 
一 0 在 C 内 .于 是 


T = Im[ 工 -ed 
本 m| 志 | zx(l 十 x) = 


一 51m{2niRes[R(z) ,i] 十 2xiRes[R(z),0)] 


Qo 
一 ij TF 


e”* | 1. 
TD + ilim GD — "| 


-im 
例 17 计算 下 列 积分 :， 


+co ei 
| HPAdr, m > 0,4> 0. 
LN 


) 十 ee eT J < 
2 | 党 = 站 9 0 < a 1. 


to rsinmzy 1 | ein 
解 G) 上 | 到 adz 一 2 Im Zr Fa 


R(z) = py -7 在 上 半 平 面 有 一 级 极点 ae" “和 ae” ,分 母 守 
次 数 比分 子 高 三 次 , 实 轴 上 无 奇 点 . 由 定理 知 


| 2 下 一 -dz 一 一 2x1 {Res[ R(z), e 'e™/4] 十 Res[ R(z), ae™/4] 
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Im {ilin lim 


Te 一 “2 /2sin( 9 ma /2) 


一 2a” 
_. 一 e- 2 /2sin 772CL 
a 
， 十 co 人 CPP 加 XN 3, /2 A 2 
所 以 | rr dx = 7 sin 7 Ma. 
(2) 因为 0 过 Tre e"“*e +e (a—1}7 ,， 且 0<a < 二 1， 


| se-Pdz 收 伍 于 开 上 二, 所 以 | 了 和 -dz 收 全 


Td 因为 本 和 i j ez 一 去 ,所 以 | scZ 也 


收敛 , 即 | 卫生 cidz 收敛 . 且 


= lim rl Te 


取 积分 路 线 荆 如 图 5.5 所 示 , 则 在 工 
内 只 一 个 一 级 极点 = 一 所 , 故 


RC=)dz 一 2rIRes| R(z), ri] 


2 


™ UH ey 十 er |, 


心 。 
一 27l ai 一 一 27le“ 沁 


即 | RK(zZ)dz 十 | R(z)dz 十 | R(z)dz 十 | R(z)dz 
AB BE EF FA 


一 一 9Xle”™, 
因 为 
| RC Jyd 网 eatz 十 25i) 1 ， {RR eaz 
zj)dz 一 Cdr 一 一 | 
EF R 1 十 ez+2n -Rl1 十 sdz， 
2 eR+iy) 2X |e“‘®+iy) 

RR{(z)dz| = <| ~ 

| 1 二 erty 7 o |1 十 e+ | oy 
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ul— Ritiy) |e“ 一 Rt | 


<| zz 

| R(z)dz = | | sy < ear 
2 

<| 
0 


ec dy 一 二 ”一 一 -一 -一 -一 > U， 
“一 1 e* 0<a<1l 
ee 


2ne ” 只 一 co 


T 二 7 一 


则 当 尺 一 o 时 ,有 


ed re 
_wl1 二 e” z 
， [+” ee” 2Xie” _ Xx z 
所 以 本 | 1 十 dz e2rui _ 1 机 sinanx 


例 18 计算 积分 | nqz. 


ir _ Aa—ixry3 
解 Sin 一 一 二 | 一 一 二 (sin3z 一 3sinZ)， 
to sin Xx] 1 f+ sin3z CO— 3sinz 
i dz 一 一 才 -一 47， 
yj 0 十 0 号 


取 积 分 线路 如 图 5. 6 所 示 , 则 C 内 无 奇 点 , 故 
中 sin’ Zz -0 


:3 
Sin R— oo 
CR 之 r—00 
oo 。 
, SiN3T 一 SmnY 
“do0 
i3z i 
， e “一 ee 图 5. 6 
-iim| de 四 
六 一 站 C 之 


m3 
Pi 


一 1im im 中 (+3iz+ (3ix) /21 + 3(1+i+ 十 (itz) /2 十 … 


= lim 上 | 一 真一 二 十 dz 一 一 37X1. 
+ snz 1 1, 。、 3 
于 古 | zg 
-onft™” dr Te 
例 19 证 明 | 1 二 TI nin Cn) 之 2 整数 ). 


证 R(z) 一 工 二 评 > 有 n 个 一 级 极点 e™”， 


。 ， ellt2n 一 1)r/n 当 7 > 2 时 ，z# 一 eiry/n 总 在 上 半 和 平面 . 
取 积分 线路 C 如 图 5.7 所 示 , 则 在 C 内 仅 一 个 奇 
点 eir” , 故 


| Rczdz 十 | kK(z)dz 十 | R(z)dz 
0 ce 了 


图 5. 7 
= 2xi * Res[ R(z), e™”] 一 2 lim 二 
= 2 lim 一 一 一 2xi lim ~ 1 
ze ze ~ 
= 2ri| 一 je 一 一 2 xiew. 
了 再 


当 民 ~ oo 时 ， | AK(z)dz 二 0. 在 LL 上 , 邻 z 二 reiw"*, 有 


1 dz 1 0 ei2x/n 1 1 R ei2xj 
Re Ll 二 +2" = lim| ;一 el 1rd 
]; R ei2x/n J 
一 一 一 一 wn ] 十 I 了 

. R , R l 
而 lim | R(r)dzr = lm -dz ， 

有 -co 0 R=o0 0 1 二 二 

， 加 oo ] 2TClelz/n 加 pi 

所 以 了 一 | ] 十 zi en nsinC/n): 


例 20 已 知 | edz 一 “和 ,证 明 非 浊 耳 积分 


| sinZz2dz = | coszzdz = 一 一 2 V3 一 。 


证 当 z 王 工时 ,有 
| ed 一 | cOSZ2d 过 十 1 | sinz’dz. 
0 0 0 


取 闭 曲线 C 如 图 5. 8 所 示 , 则 C 内 无 奇 点 , 故 


中 ew dz 一 0 ， 
C 
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Ep | ed 十 | cr?dv 十 | eds = 0. 
4 AD | 
在 oA4 上 ,z= 二 文 (0 过 工 乞 上 作 ); 
A Tt | 
在 AB 上 ,x = Re E <I<T |， 
在 Bo 上 ,> 一 -et 0 0 三 7 忒 R). 
- 2 /2 


\ ~ x /4 jR2 else pid | ir 
所 以 |: dx 十 | e Rieedl 十 


政 | cosr 十 isinz’)dxz 


0 


e™idr 一 0 


R nid 
， 2 加 p92. , , 
es ce 一 dr - eiR cos24—RR sin20 ReildO 
0 0 


令 忆 -~ oo, 有 


机 


/Ra2 一 R2sin28: Did 
而 pe et cos28— R'sin2 1iRe! de 
0 


x/4 2 ， x/4 2 

< | es Rd0 去 R| eR erd0 
如 0 

一 Rl 一 er-& )， 


CD 0， 


4 
从 而 z | eiReeos20 一 R sin20i ReBd0 全 
作 


于 是 | (ceosz 二 isinzodz 一 去 A 于 十 到 汪 ，， 
比较 实 部 与 虚 部 ， 即 得 


co 二 oo | . 
六 osridzr 一 | sinzZ dz 一 1 A| 工 . 
0 0 2 2 


用 类 似 方法 ,可 以 利用 "edz 一 “于 证 证 明 , 当 0<<s 二 下 


to 2 2 VX 
时 ， ez coszcos (zzsin2a)dz 一- 2 cosa. 
Q 


考察 R(z) 二 e-* 沿 与 图 5.8 类似 线路 
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于 改 为 oj 积分 . 当 R 


有 e| emtiindr -一 0. 
0 
例 21 证明: 车 f(z) 一 ee jz) m 之 0, 且 满 足 
(1) 在 上 羊 平面 仅 有 有 限 个 奇 点 ar(k = 1,2,. ,1), 
(2) 除 一 级 极点 zx， (= 二 1,2,…,m) 外 ,在 实 轴 上 解析 ， 
(3) 当 JIm(z) 之 0,z 一 co 时 ,有 jz) 一 0， 
则 
| F(a)dr = 2 | > ,Res[F (z),ai] 十 5 DRes[F(z) | 
一 二 1] £ 二 1 
这 里 ,积分 (对 所 有 zi 及 ce) 取 主 值 , 即 
| FGoda 
= lim fin[| F(x)dz 十 | 下 Cz)dz 十 … 十 | _FCz)dz | 


只 -PC 


mM 


证 ”考察 积分 | PGs = 


| ef(z)dz, 取 积分 线路 荆 如 图 5.9 
所 示 , 闭 路 工 是 由 1z| = 的 上 半圆 
周 Cr 与 |z 一 zi|=r (= 1,2,"， 
m) 的 上 半圆 周 C; ,及 实 轴 上 线段 [一 | : 
R,R] 除去 这 些小 贺 周 的 直径 (zx 一 图 5. 9 

”yt 十 7) 后 的 余 线段 下 所 组 成 . 取 尺 足够 大 ， 而 > 足够 小 ， 人 包含 
xy | 二 一 工 i| 互 不 相交 . : 

设 z < zs 到: .之 ,于 是 


| Feodz 一 | | F(x)dx 十 … 十 | R(xz)dzx 
—R 和 一 六 


-RZ, 


十 | F(z)dz + > | F(z)dz, (1) 
已 知 lim| F(z)dz = 0 ( 见 教材 ), 证 明 
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dz 


C ZT 
k 


lim| F(z)dz = R,| 


oo C, 
因为 二 是 一 级 极点 ,所 以 jim(z 一 XI)F (2) 一 并. 即 
| xz Ti)F(z)— R,| < = (|z 一 2 一 ”< 0). 


dz 
于 是 | F(z)dz 一 PR Zz 
上 是 | 
dz 
一 下 [| (> 一 TF (z) — Ri > — zx 
< ‘|. qz 一 Xe， 
,|z— zl 一 Xx, | 
又 | -= ig =—" 
a (ZZ = re ), 
所 以 lm] F(z)dz = a,| dz 一 一 Rini. 
-0 Cr 之 -一 
但 是 「 F(z)dz = 2xi SRes[F(z) ,ai]， 


k=—= 1 


今 尺 一 Oo,r~—> 0, 则 由 式 (1), 得 
ri Res LF Ge) ,on] 一 上 ECz)dz 十 SR RKO. 
妇 ‘ml 看 一 1 
| F(z)dz 一 zn SRestP es), 十 一 去 Res[Fe) ,za 


例 15 ` 例 17、 例 19 就 是 这 类 例子 . 


第 四 节 ”对 数 留 数 与 辐 角 原理 


主要 内 容 


1. 具有 以 下 形式 的 积分 元; 中 字 必 dz 称 为 (zx) 关于 曲线 C 
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的 对 数 留 数 . 

因为 nz)] 一 女人 ,所 以 说 ,对 数 留 数 就 是 函数 /(z) 的 
对 数 InF(=) 的 导数 在 它 的 位 于 C 内 的 孤立 奇 点 处 的 留 数 的 代数 
和 . 

定理 1 如 果 f(z) 在 简单 闭 曲线 C 上 解析 且 不 为 零 , 在 C 的 


内 部 除去 有 限 个 极点 外 也 处 处 解析 , 则 


1 rf) 
D7 Cd 一 人 P. 


其 中 ,入 为 f(z) 在 C 内 零点 的 总 个 数 , 卫 为 f(z) 在 C 内 极点 的 总 
个 数 , 且 C 取 正 向 . 在 计算 零点 与 极点 的 个 数 时 ,mx 级 的 零点 或 极 
点 算 作 mz 个 零点 或 极点 . : 


2 对 数 国 数 让 中 7 de 的 几何 意义 

考虑 变换 ww 一 /(z), 当 z 沿 C 正 向 绕 行 一 周 时 ,对 应 的 在 
w 平面 内 描 出 曲线 古 ,是 一 条 连续 的 封闭 曲线 ,不 一 定 是 简单 的 
可 能 正 向 (或 负 向 ) 绕 原 点 若干 次 ,对 数 留 数 寺 中 外 (人 Ydz 在 数 
值 上 等 于 本 绕 原点 的 回转 次 数 ,总 是 一 个 整数 。 

定理 2( 辐 角 原理 ) ”如 果 f(z) 在 简单 闭 曲 线 C 上 与 C 内 解 
析 , 且 在 C 上 不 等 于 零 , 则 /(z) 在 C 内 零点 的 个 数 等 于 六 乘 以 当 
= 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 /(z) 辐 角 的 改变 量 , 即 


N= Ac+ Argf (2). 


3。 路 西 (Rouche) 定理 
设 f(z) 与 g(x) 在 简单 闭 曲 线 C 上 和 C 内 解析 , 且 在 C 上 满 
足 条 件 |7(z)| > |g(z)|, 则 在 C 内 f(z) 与 f(z) 十 g(z) 的 零点 
的 个 数 相 同 . : 
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疑难 解析 


路 西 定 理 有 哪些 应 用 ? 
答 路 西 定 理 在 代数 方面 .微分 方程 方面 和 函数 论 等 方面 都 
有 较 广 泛 的 应 用 . 


如 在 代数 方面 ,可 以 用 路 西 定理 证 明 :n 次 多 项 式 P(z) = aoz” 
十 az 十 … 才 az 十 akao 天 0) 必 有 2 个 根 . 
和 常 系数 线性 微分 方程 组 


= Pap, J = 1] ,2,"* 
9 军 角 (平凡 和 本 这 的 亲人 特征 方程 


机 A Ul2 一 U1ln 


dz1 dz22 一 A U2n 


- CQ CQ 2 ene Qn 一 1 _ 
的 根 (特征 根 ) 的 实 部 都 是 负数 . 由 于 特征 方程 的 左边 是 一 个 n 次 
多 项 式 , 因 此 用 路 西 定理 可 以 证 明 : 若 次 多 项 式 P(z) = aoz" 十 
az 1! 十 … 十 a 在 虚 轴 上 没有 零点 , 则 P(z) 的 全 部 零 点 具有 人 负 韦 
部 ( 即 全 部 夫 点 在 左 半 平 面 Re(z) 二 0- 内 ) 的 充 要 条 件 是 
| : : slim Acn argr, (z) 一 一 NX. 

在 阔 数 论 方面 ， 

(1) 区 域 D 内 单 计 和 解析 的 应 数 f(z) 的 导数 必 有 不 为 堆 即 在 D 
的 任 一 点 ,' 有 己 (z) 天 0. 

(2) 埠 尔 维 区 (Hurwitz) 定理 设 = 是 一 个 区 域 , 且 症 内 的 解 
析 函 数 序列 f,(z) 在 DD 内 闭 一 致 收敛 于 函数 f(z) 关 0, 并 设 C 是 
D 内 的 任意 一 条 闭 曲线 ,其 内 部 也 属于 万 , 且 C 不 经 过 函数 /(z) 
的 零点 , 则 存在 一 个 依赖 于 曲线 C 的 数 六 ,使 得 当 交 盖 N 时 ,函数 
jx) 在 C 内 的 零点 的 个 数 等 于 函数 f(z) 在 C 内 的 零点 的 个 数 . 
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方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


本 节 问 题 分 为 两 类 : 一 是 对 数 留 数 与 对 数 留 数 定理 的 应 用 ,二 
是 辐 角 原理 与 路 西 定 理 的 应 用 . 

一 、 对 数 留 数 与 对 数 留 数 定理 的 应 用 

对 数 留 数 为 我 们 计算 复 变 函数 积分 开辟 了 新 的 途径 , 即 对 


中 g(z)dz, 车 能 化 g(z) 为 F755 Ka 为 常数 ), 且 Ke) 在 C 内 的 夫 


所 与 极点 个 数 易于 确定 ,就 有 


i fz), /AT : 
中 zc)dz 一 2N1i*a 中 Fz) dz = 2ani(N — P), 


其 中 六 为 C 内 零点 个 数 ,P 为 C 内 极点 个 数 . 


f' (z) 
Fczy 的 留 数 有 以 下 计算 规则 ， 


(1) 行 /(z) 在 z == zo 的 邻 域内 解析 ,zo 为 /(z) 的 nn 级 零点 ， z 


则 = 为 他 5 的 一 级 极点 , 且 有 


Res [LE) ,al 


(2) 车 < 一 z。 是 /(z) 的 加 级 极点 , 则 z = zo 是 在 (后 的 一 级 
极点 , 且 有 z 


例 1 求 函 数 f(z) 一 -二 攻关 于 圆周 |z| 一 r 的 对 数 
留 数 . : : 
解 ” 令 1 十 x 二 0, 得 f(z) 有 了 两 个 一 级 零点 十 i 再 令 g(z) 
二 ] 一 cos2rz 二 0, 得 £2(z) 的 无 穷 多 个 零点 z, 二 nn 二 0, 十 1， 
十 2,……. 由 于 (2) 二 2rsin2rz,go"(z) 一 4rzcos2rz ,可 知 0' (2z,) 
*。 32]1 *。 


一 0,8 (2z,) 二 47? 关 0. 所 以 xz, 是 g(z) 的 二 级 零点 ,f(z) 的 二 级 
极 操 . 
但 在 圆周 |z| = * 内 ,有 两 个 一 级 零点 士 1, 七 个 二 级 极点 0， 
十 1, 十 2, 十 3. 所 以 ,由 对 数 留 数 定理 ,得 
1 f' (z) 
2Ti le-« f(z) 


例 2 利用 公式 二 中 赤 名 dz 一 N 一 了 ,计算 下 列 积分 ; 


(1) . 1 dz, (2) q dz; 
1z|=3 之 |z|=3 2 
1 
(3) btanzdz, (4) i 2(z 十 1ydz、 


解 (1) f(z)=z,f/(z)=1,N=1,P = 0. 所 以 
. 二 dz 一 2ri(] 一 0) = 27lL， 


|=j 一 3 之 


dz 一 2 一 7XX2 一 一 12. 


(2) jz) 一 2 关 一 1 (xz) 一 2z 人 一 2, 忆 一 0. 所 以 


中 3 冬 一 Tdz 一 27l 。 (2 一 0) 一 pi 


(3) f(z2) = cosz, f(z)=— sinz,N = ?| > 一 十 王 ;P= 0. 


所 以 
中 | tanzdz = 2fi[ 一 (2 一 0) ] =— 4m. 
i= 3 
(Do f(z) = z,N, = 1,P, = 0,; 
/ z(z— 1) z -1 1°7! ! / ; 
广 (z) 二 之 十 l,N, 一 1,P, 二 0. 所 以 
] 加 1 1 
中 之 (之 1dz 中 之 dz [= 一 9 之 idz 
= 2N(1 ~— 0) — 2n(l1 — 0) = 0. 
例 3 ”利用 汪 中 大 dc = N 一 己 计 算 下 列 积分 ， 
2ri Jc f(z) 人 


5xt 十 6z: 十 1 62°— 14 
(1) 中 一 2 (zz 十 1)2 ]) 1 (2) x|=4 之 ri 
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解 (1]) 太 CCz) 一 =(z2 十 1) (=) 一 5z: 十 6 十 1，N 一 5 
(z 二 0, 二 级 零点 z 二 十 1),P 一 0. 所 以 


5z4 十 6 + 1, 
| 过 | 一 去 z(z* 十 1) ~ 


(2) f(z)= 二 z* 一 7z 十 6,f(z)= 二 3z* 一 7.N=3 (在 C 内 有 
三 个 一 级 零 点 ],2， ~ 3),P -一 0. 所 以 


一 205 一 0) 一 10mu， 


6z2 一 14  ， 加 加 
中 到 二 7 二 64 = 27iL2(3 一 0)] = 12xi. 
二 , 辐 角 原理 与 路 西 定理 的 应 用 


应 用 路 西 定理 的 关键 是 构造 f(r) = 二 f(z) 十 g(z), 使 1(z) 与 
8g(z) 在 C 上 和 CC 内 解析 ,和 且 在 C 上 满足 |f(z)| > |g(z)|. 这 时 方 
可 应 用 定理 绪论 来 确定 一 个 函数 在 某 区 域 刀 内 零点 的 个 数 或 某 
个 方程 在 D 内 根 的 个 数 . 

例 4 证明;n 次 多 项 式 

Piz) 二 aoz” 十 az 一 十 十 ayao 天 0 
有 个 要 

证 〈1) 用 对 数 留 数 证 . 令 P,(z) = f(z), 对 f(z) 来 说 , 当 
|z| = 二, 且 尺 充分 大 时 ,有 |7z)1 >1. 所 以 ,jz) 的 零点 只 能 位 
于 |z| 二 之 内 . 设 其 个 数 为 NN, 则 


1 九 cz 
2 EA f(z) 
义 , 由 无 穷 远 点 留 数 的 定义 ,有 
fz) 1 1 fiz), 
Res| FS ”|= 2rxlJ -|=R- f(z2) dz 一 一 人 


但 当 |z| 之 R 时 ,太一 半 十 gz), 其 中 gz) 的 最 高 次 矫 为 < 


f(z) 
即 Res| Fe ,oo |= n. 
由 一 入 二 一 nn 二 > 入 一 .命题 得 证 . 
(2) 用 辐 角 原理 证 . 对 P,(z) 来 说 , 当 |z| = R 充分 大 时 ,有 
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AcrargP,(z) = Acrargaoz" 十 Acrarg| 1 十 二 十 … 十 | 
一 27n 十 0 二 2277， 
故 由 辐 角 原理 知 ; 在 |z| 二 RR 内,P,(z) 有 个 根 . 
(3) 用 路 西 定理 证 . 令 f(z) 一 aog" gf(z) 一 aiz2fl 十 … 十 av， 
有 


lim n $2 一 0 一 当 RR 充分 大 时 ,|f(z)| >> |g(z)| > 0. 
而 /(z) = auz = 0 在 |z| 二 R 内 有 nn 个 零点 . 故 由 路 西 定理 ， 
P,(z) 二 f(z) 十 g(z) 在 |z| 二 R 内 有 nn 个 根 ， 

当 |z| 盖 尺 时 ,| jz)| 二 1g(Cz)| .所 以 ,在 jz| = R 上 和 圆 外 
有 

{1P,(z)| 一 | /zc) 十 gz)| 之 |/Cz)| 一 1g(Cz)| > 0， 
即 知 在 圆 |z| = R 上 和 圆 外 没有 零点 . 

所 以 ,P,《(z) 有 且 仪 有 71 个 根 . 

例 5 设 f(z) 在 D 内 除 有 限 个 点 ai(l 志 i 声 人 ) 外 解析 ,a 为 

ni 级 零点 ;C 是 内 一 个 封闭 曲线 ,a; 全 在 C 内 .C 内 还 有 有 限 个 极 

点 bi(1 <ji<h, b; 为 mj; 级 极点 . 若 zl) 在 区 域 万 站 解析 证 明 : 


LPGz) 
2xi FS z)dz 一 -> 9(ai) 一 > p62). 


证 已 知 
ja 一 Co 人 一 4 十 Co 一 0 十 天 0 
Pz) 一 Fad) 一 9 CD(z 一 0 十 
f (z) = nC (2 一 Ad;) "i 十 00y 


/' (z) 
必 TY 


nC (2 — "1 二。 
一 Co a Fe 9 tha) —a) +t] 


因此 ,9(z) SS 在 z 二 a; 的 留 数 为 moa) (1 过 i 过. 


类 似 可 证 ,9(z) 全 和 在 z= 的 留 数 为 一 NijBCOi) (1 夺 ] 研 


1 f f(z), ~ 


例 6 设 C 为 区 域 万 的 一 条 正 回 简单 闵 曲 线 ,zo 为 C 内 一 点 ， 
如 果 f(z) 在 D 内 解析 ,了 (zo) 天 0. 在 C 内 jx) 无 其 它 零 点 .证 
明 : 


1 zf (z) 


~ 2m Jc f(z) 
证 ”因为 zo 是 f(z) 的 一 级 零点 ,在 0 去 Iz < 内， 
f(z) 二 (z 一 zo)g(z),g(z) 在 此 邻 域 内 解析 . 故 
f(z) 1 & (z) Fr f(z) | 
f(z) z—2%o Tt gz) gl(z) Res[ > fz) ,|= 0 
又 = 太 名 在 C 内 只 有 奇 点 z。, 依 贸 数 定理 ， 有 
1 zf) f' (2) | 
i Fe Res[ fz Fa] 0 
实际 上 ,本 例 可 直接 利用 上 例 结论 , 令 9(z) = 3#, 只 有 一 个 一 
级 零点 , 即 可 求 得 


dz = zo. 


i zf' (z) 


27ni jc f(z) 

例 7 设 gz) 在 C:|z| - 1 上 及 其 内 部 解析 ， 目 在 C 上 
IKz)| 之 1, 证 明 : 在 C 内 只 有 一 个 点 z 使 wzo) = zo. 

证 不 妨 取 f(z) 一 一 z, 则 f(z) 在 C 上 和 C 内 解析 ,县 在 C 

上 满足 | 


dz = z,. 


“I= |f(2)| = | 一 >| > 9(2). 

由 路 西 定 理 ,f(z) 与 /(z) 十 qlz) 在 C 内 有 相同 个 数 的 零点 . 
而 f(z) 在 C 内 只 有 一 个 零点 . 故 f(z) 十 plz) 在 C 内 也 只 有 一 个 
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零点 zy, 使 f(z0) 十 9(zo) = 0, 即 一 zo 十 92z6o) 一 0) 从 而 证 得 
Pz0) 一 zo0. 

例 8 设 f(z) 在 |z 一 zo| 二 RR 内 解析 ,日 除 f(zo) 三 0 外 ， 
在 其 它 点 处 不 恒 为 零 . 证 明 ; 必 存在 一 个 zx 的 邻 域 . 在 这 个 邻 域内 
除 zo 外 不 再 有 f(z) 的 零点 (解析 肾 数 零点 的 孤立 挟 ). 

证 ” 设 zo 为 f(z) 的 mm 级 零点 ,由 (2z) 一 (z 一 z0)”9(z)， 
PCz) 在 |z 一 zo| 二 R 内 解析 ,所 以 9(z) 在 zo 处 连续 .从 而 |7(z)| 
也 在 z。 处 连续 , 且 |glz。o)| 0. 由 实 连续 函数 的 保 号 性 知 ,存在 圆 
域 |z 一 zo| 二 7 过 RR, 在 域内 plz) 关 0, 所 以 f(z) 除 zo 外 无 其 它 
的 零点 ， 

例 9 证 明 : WE | 7 宝 时 


的 零点 全 位 于 |z| 过 + 上 . 
证 令 = 一 下 ,得 


二 


F(z) 一 1 十 5 十 向 十 …… 十 和 一 大 (9 
故 只 因明 ， 对 给 定 的 >0, 便 存在 N, 当 n<N 时 ,f,(5) 在 
1 过 土 内 无 零点 . 
记 和 一 hn, m 之 0, 由 于 所 (6) 在 内 | 一 站 上 一 致 收 全 
于 @*， 所 以 必 存 在 N, 当 2 之 入 时 ,有 
fel<m<lel (在 lt = 上 


由 路 西 定理 ,ef 与 [/,(6) 一 e?] 十 e 一 ,C6) 在 15| = 寺内 零点 个 


数 相等 . 但 < 恒 大 于 0, 所 以 ,C8) 在 1$| = 十 内 无 零点 . 即 F(z) 
的 零点 全 位 于 |z| 二 7 上 . / 
例 10 求 方 程 z2* 一 5z 十 1 二 0 在 以 下 区 域内 的 零点 个 数 ; 
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(1)|z| < 1; (2) 1< |z| < 2. 


解 (1) 在 |z|=1 上 ,有 | 一 5z|=5>| 十 1| 人 0. 由 
路 西 定理 ,jz) 一 一 5z 与 一 5z 十 1 在 |z| 过 1 内 零点 个 数 相 
同 ,只 有 一 个 . 


(2) 在 jz| 王 2 上 ,有 jx:| 王 16 盖 | 一 5z 十 1|, 且 在 |]z|l << 
2 内 f1(z) 二 xz 有 四 个 零点 . 由 路 西 定理 , 哨 数 zx“ 一 5z 十 1 也 有 四 
个 零点 .而 在 jz| 二 1 上 ,zx 一 5z 十 1 没有 零点 ,因此 ,在 1 二 |z| 
之 2 内, 消 数 只 有 三 个 零点. 

例 11 证 明 方 程 z = 1 一 e-*Q> 1) 在 右 半 平 面 上 有 惟一 的 
实 根 . 

证 ” 设 z= 二 工 十 1y 满足 z= 二 4 一 ,有 即 

TX 十 iy 二 A 一 € rcosy 十 ie *siny，, 

得 TX 二 A—e "cosy. zk ， 


y=e€ “siny, 


所 以 , 原 方程 只 有 实 根 . 

考 上 起 函数 工 十 e". 当 xz 一 0 时 ,+ 十 e “下 1; 当 x 六 十 oo 时 ， 
Xe 一 十 co, 有 (zx 十 e”*)! 二 1 一 e-*>0. 所 以 z 十 e-* 单 调 
增加 ,有 且 仅 有 一 个 + 满 足 z 十 e 一 一 太 于 是 , 知 方程 zx 二 和 一 e- 
在 右 半 平 面 上 只 有 惟一 实 根 . 此 题 也 可 邻 f(z)=4 一 z,g(z)= 
一 e* 来 证 . / 

例 12 求 下 列 方程 在 加 |=| < 六 内 根 的 个 数 ， 

(1) zx: 一 3z 二 2 二 0; (2)z' 一 5z 十 xz: 一 2 二 0. 


解 (1) 可 用 多 种 方法 来 解 此 题 . 
] ) 用 辐 角 原理 zx) 一 2 一 3z 十 2, 户 (z) 一 2z 一 3 所 以 


= 3 dz 
2rilJ lc-3/2 2 一 3z 十 2 

— 1 3 1] 
ZN ilz|=3/2《Z 一 1) (2 一 2) 

1 2z 一 3 dz 2z 一 3 _ 1 
2TXl lzl=322 2 一 4 和 和 一 工 > 一 2j-- 


2) 用 路 西 定理 ” 令 f(z) 二 一 3z 十 2,g(z) 二 xz .在 圆周 |z| 
= 上 有 
f(z)| 宇 31z| 一 2 一 4.5 一 2 一 2.5， 
lg(z)| = |z’| = 2. 25. 
所 以 ,在 |z| 二 这 上 ,|f(z)1> lg(z)1>0. 
而 f(z) 在 jz| 过 这 内 只 有 一 个 根 z 一 与 ,从 而 确定 z? 一 3z 


+2 二 0 在 |z| 一 六 内 只 有 一 个 根 , 即 N = 1. 
3) 用 解 方程 法 ” 解 二 次 方程 z* 一 3z 十 2 二 0, 得 
2 二 3 二 Y9 一 8_3 土 1 _ 全 


但 = 一 2 在 |z| 人 jz| 之 广内 只 
有 一 个 根 。 | 
(2) 令 f(z) = 一 5z' 一 2, g(z) 一 z? 十 zx. 一 5 一 2 一 0. 


有 四 个 根 z, 一 六 rink = 0,1,2,3). 2 所 以 


四 个 根 全 在 |z| 之 了 内 . 因而 zz 一 5 + 一 2 二 0 在 |z| 过 3 
内 有 四 个 根 . - 
例 13 证 明 方程 er-; =z (4 一 1) 在 |z| <1 内 只 有 一 个 根 . 
证 令 f(z) = 一 z,g(z) 二 e” .在 jz|= 二 1 上 ,有 
|f(z)|=1> 1g(z)|= le |=e >0., 
而 f(z) 二 一 z= 二 0 在 jz| 二 1 内 有 一 个 零点 ， 所 以 方程 ”一 
z (>1) 在 jz| <1 内 只 有 一 个 根 . 
例 14 设 多 项 式 / 
P(z) = aoz" 十 ax"! 十 … .十 ao ao 天 0， 
满足 条 件 |ai| > lao| 士 … 十 |a-i| 十 ai 十 … 十 je, 证明: 
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P(z) 在 |z| 二 1 内 有 一 i 个 零点 . z 
证 ” 令 f(z) =az" Ti,g(z) = P(z) f(z). 则 f(z) 和 g(z) 
在 |z| 二 1 内 解析 ,在 |z| = 二 1 上 有 |f/(Cz)| = |a| |g(z)|. 而 
f(z) 在 |z| 二 1 内 有 一 i 个 等 后, 故 依 路 西 定理 ,P(z) 二 f(z) 十 
g8(z) 在 jz| 二 1 内 有 一 i 个 零点 . : 
例 15 车 方程 asz" 十 as_iz”! 十 … 十 as 二 0 (oa 天 0) 在 吕 
铀 上 没有 根 , 且 limAiarg/(z) 一 一 nz. 其 中 Za 为 圆周 |z| 一 尺 在 
虚 轴 上 的 直径 . 则 方程 的 根 都 在 半 平 面 Re(z) < 0 内 . 
”证 取 圆 周 |z| = R 的 右 半圆 周 为 Cx, 则 Cx 十 La 二 Ta 组 
成 闭路 , 取 正 方向 . 


设 f(z) 二 xz" 十 le 十 甸 一 0， wa, 天 0， 


又 Ace) =z|1 二 2 1 | Qs 1 十 


之 CQ， 


一 z" 1 十 pz)], 


一 二 Cn 一 2 uo 
p(z) 一 和- 十 和- 十 十 2， 
他 之 Cd， 之 


dn 之 
于 是 Acargf (z) = Acargz" + Acarg[1 + 9(z)]. 
显然 Acargz” 一 nt. 又 当 |z|= 二 R->oo 时 有 


a | 1 a a 11, 
I) | | 去 + | 全 2| 忘 | 0 
所 以 limAc,arg[1 十 9p(z) |] 二 0. 
到 而 limAc arg f(z) = limAc argz" 一 nN, 


故 limA, argf(z) 一 lim[Acarg/ (z) 十 Ar argj (z) | 
二 nx 十 (一 nx) 二 0. 

例 16 证 明 ;. 方 程 a6 十 aicos06 十 … 十 aicosn06 二 0 当 0 过 a 
<a< "<a, 时， 在 区 间 0<9<2x 上 有 且 仅 有 2x 个 互 异 的 根 ， 
且 没 有 虚 根 . 

证 ”由 第 三 章 第 三 节 例 21 知 , 多 项 I 式 P(z) 二 ao 十 qz 十 … 
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+ az 全 部 零点 都 在 |z| 二 1 内 , 且 无 正 实 根 (只 需 作 代 换 $ 一 过 


即 可 ). 
今 z 在 |z| 1 上 正 向 绕 行 一 周 ,由 辐 角 原理 ,P(z) 绕 原点 
周 ( 根 的 个 数 ), 且 与 虚 轴 至 少 相 交 2n 次 由 于 每 个 交点 对 应 一 个 辕 
角 , 故 至 少 有 2n 个 86 使 P(z) = Ple") 在 虚 轴 上 ,使 
Ref Ple*)] = ao 十 alicos0 十 azcosg 十 … 十 acos2z0 = 0. 


二 一 皮 
1. 之 之 PE 
令 z=: ex ,cosk0 = 一 ,就 有 


> Jarcoskl = (a 十 QZz 十 … 十 2a0z” 十 ai2"T 十 … 十 QZ ， 


因为 等 式 右 边 至 多 有 22 个 根 zi1 委 ]7 委 22)， 所 以 在 (0,2r) 内 也 
至 多 只 有 2n 个 实数 0(1 二 j 二 2n) 满足 e 一 zi(1 委 7J 委 22). 所 
以 Re[P(le")]= 0 在 (0,2x) 上 有 且 仅 有 22 个 实 根 , 不 存在 虚 根 . 
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第 六 章 共 形 了 映射 


共 形 映射 又 称 为 保 形 映射 ,是 复 变 函数 几何 理论 的 重要 部 分 ， 
是 用 几何 方法 来 研究 解析 函数 性 质 的 . 本 章 介 绍 了 共 形 映射 的 概 

念 , 共 形 映 射 的 两 类 基本 问题 .讨论 了 初等 函数 及 某 些 特殊 函数 构 
成 的 映射 . 读者 应 掌握 一 些 常 用 的 映射 及 其 应 用 方面 的 知识 . 


第 一 习 ” 共 形 映 射 的 概念 


主要 内 容 


1. 对 于 < 平面 内 的 一 条 有 向 连续 曲线 C:z 一 =(D) ,as<t 委 p， 
如 果 z' (to) 关 0,a 志 1 之 B, 则 表示 z'(t。) 的 向 量 与 C 相 切 于 点 z 一 
z(to). : 

(1) Argz' (to) 表示 C 上 点 z。 处 的 切线 正 向 (与 C 的 正 向 一 
致 ) 与 = 轴 正 向 之 间 的 夹 角 . 

(2) 相交 于 一 点 的 两 条 曲线 C， 与 C, 之 间 的 夹 角 就 是 C， 与 C， 
在 交点 处 的 两 条 切线 正 向 之 间 的 夹 角 .， 

2. 解析 函数 的 导数 的 几何 意义 与 性 质 

设 ww = f(z) 为 区 域 忆 内 的 解析 函数 ,z。 为 刀 内 一 点 .车 = 一 
z(t),a tbB, 则 w Ct) = f(z0)z' (to). 

《1) 导数 (zo) 闯 0 的 辐 角 Argf' (zo) 是 曲线 C 经 过 w = 
f(z) 映射 后 在 <。 处 的 转动 角 , 转 动 角 的 大 小 与 方向 跟 曲 线 C 的 形 
状 与 方向 无 关 . 即 映射 具有 转动 角 的 不 变性 . 
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(2) 导数 的 模 | 记 (=)1 = lim Xe 称 为 曲线 C 在 zx 的 伸缩 率 ， 


是 经 过 映射 w = f(z) 后 通过 x 的 任何 曲线 C 在 ze 的 伸缩 率 , 它 
与 曲 线 C 的 形状 与 方向 无 关 . 即 映 射 w= 二 f(z) 具有 伸缩 率 的 不 变 
定理 1 设 包 二 f(z) 在 区 域 D 内 解析 ,zo 为 D 内 的 一 点 , 且 
了 (zo) 了 0, 则 映射 w= /f(z) 在 zs 具有 以 下 两 个 性 质 : 

(1) 保 角 性 ”通过 zx。 的 两 条 曲线 间 的 夹 角 跟 经 过 映射 后 所 
得 两 曲线 的 夹 角 在 大 小 和 方向 上 保持 不 变 . 

(2) 伸缩 率 不 变性 “通过 z。 的 任何 一 条 曲线 的 伸缩 率 均 为 
| 了 (zo)|, 而 与 曲线 C 的 形状 与 大 小 无 关 . 

3， 设 半数 了 w= 二 f(z) 在 z 的 邻 域 是 一 一 对 应 的 ,在 z。 具 有 保 
角 性 与 伸缩 率 不 变性 , 则 称 映射 w = f(z) 在 ze 是 共 形 的 ,或 称 了 am 
二 f(z) 在 z。 是 共 形 映射 的 . 如 果 映 射 在 D 内 的 每 一 点 都 是 共 形 
的 , 则 称 w = f(z) 是 区 域 D 内 的 共 形 映射 . 

定理 2 如 采 函 数 包 二 jz) 在 ze 解析 , 且 户 (zo) 关 0, 则 称 
w 二 J(z) 是 共 形 的 ,而 且 Arg(z。) 表示 这 个 映射 在 zo 的 转动 角 ， 
17' (zo)| 表示 伸缩 率 . 

如 采 解 析 函 数 思 = f(z) 在 DD 内 处 处 及 (z) 关 0, 则 映射 也 
二 f(z) 是 DD 内 的 共 形 映射 . 

几 契 具有 伸缩 率 不 变性 与 保 角 性 的 映射 称 为 第 一 类 共 形 映 
届 ;如 果 映 射 w = f(z) 具有 伸缩 率 的 不 变性 ,但 只 保持 夹 角 的 大 
小 而 方向 相反 , 则 称 映 射 为 第 二 类 共 形 映射 


疑难 解析 


1. 具有 伸缩 率 不 变性 与 保 角 性 的 映射 为 什么 称 为 保 形 映射 ? 

答 。 千 映 射 w== A(z) 在 f(z) 关 0 的 点 具有 保 角 性 和 伸缩 

座 不 变性 ,就 能 够 把 一 个 在 z。 邻 域内 的 任意 小 三 角形 映射 为 = 的 
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对 应 点 zu = f(zo) 的 邻 域内 的 一 个 曲 边 三 角形 . 这 两 个 三 角形 的 
对 应 角 相 等 ( 保 角 性 ), 对 应 边 近 似 成 比例 ( 即 伸缩 率 不 变性 ) ,因此 
两 三 角形 近似 相似 ,三 角形 越 小 ,近似 程度 越 好 (因为 不 同 的 点 伸 
缩 率 不 同 ). 所 以 ,映射 被 称 为 保 形 映射 . 

2. 保 形 映射 要 解决 娜 些 问 题 ? 

答 保 形 映射 要 解决 两 类 问题 : 

(1) 己 知 区 址 中 及 晓 映 w 二 (zx), 求 区 域 忆 在 映射 w= 了 (x) 
下 的 像 域 C. 

(2) 已 项 区 域 DD 及 区 域 G, 求 将 区 域 D 共 形 地 映射 为 区 域 
的 解析 图 数 记 一 f(z). 

第 一 类 问题 是 基础 的 ,第 二 类 问题 是 基础 上 的 应 凡 用 ,是 我 们 应 
努力 掌握 的 . 

3. 为什么 说 解析 函数 双 一 了 (z) 的 映射 在 z。 的 旋转 角 和 伸缩 
率 与 过 zo 的 曲线 C 的 形状 与 方向 无 关 ? | 

千 。” 硅 C 为 过 z 操 的 一 条 光滑 曲线 ,C:z = 二 zC),a 寺 1 二 pb. 
则 在 解析 痛 数 w= 二 f(z) 的 映射 下 ,旋转 角 Argf'(z,6) = 
Argw' (fo) 一 Argz' (t,), 只 依赖 于 z。 局 wo, 即 曲线 C 的 形 
状 与 方向 无 关 ， * .- 

不 妨 选 择 另 外 一 条 过 z。 的 光滑 曲线 C， z= Z(t),aRtRh. 
记 在 w= f(z) 下 Ci 的 像 曲线 为 ,mm 的 参数 方程 为 w = 
fla = fs)], 则 GC, 过 点 % 的 切线 到 荆 ， 过 zo。 的 切线 的 
旋转 角 仍然 是 - 

Arg 广 [zi ji]z! (0) 一 Argx (io) 一 Arg/ 全 GD] Argf (zo), 


而 伸缩 率 为 | 了 7(z0)1 一 im 中 二 | ,从 中 即 可 看 出 ， 伸 编 


率 只 与 点 zo 与 w。 有关, 而 与 C 的 形状 与 方向 无 关 . 
4. 为 什么 单 叶 解析 函数 的 贞 射 是 保 形 映 射 ? 
答 “车 函数 fz) 在 区 域 G 内 解析 ;和 且 当 zi 天 六 时 ,zi 学 
f(z;); 则 称 函数 /(z) 在 G 内 是 单 叶 解析 的 . 可 以 证 明 ( 略 ) ,在 G 
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内 单 叶 解析 往 阔 数 f(z), 在 G 内 任 一 点 z 处 ,都 有 广 (z) 关 0. 
于 是 ,我们 知 思 == f(z) 的 映射 为 保 形 映射 . 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


要 确定 一 个 图 数 的 映射 是 否 共 形 上 映射, 首先 是 考察 函数 f(z) 
是 否 为 解析 函数 . 行 是 , 绸 考察 是 否 有 万 (zo) 关 0, 是 否 有 转动 角 
和 伸缩 率 的 不 变性 或 者 是 否 处 处 解析 ,最 终 确定 是 否 为 共 形 映射. 
讨论 映射 和 图 形 时 ,要 从 转动 角 和 伸缩 率 两 方面 着 手 ,考察 图 形 的 
变化 . 

例 1 讨论 下 列 函数 构成 的 映射 的 特点 : 

(1) jz) 一 也 一 z 十 2 十 ji 

(2) f(z) =w = (1 十 iz 2i. 

解 (1) 因为 六 (z) = 二 1 关 0, 且 f(z) 是 单 叶 解析 ,所 以 w= 
f(z) 是 保 形 映 射 . 

由 | 六 (2)| = 1 知 ,伸缩 率 为 1. argf' (2) 二 argl1, 可 取 60 二 
0, 所 以 映射 w= f(z) 在 将 z 平 面 上 图 形 映 到 多 平 面 上 时 ,经 不 转 
动 又 无 伸缩 ,只 是 沿 着 表示 2 十 i 的 向 量 方向 平移 了 距离 12 十 i 


一 5 ,如 图 6.1 所 示 . 


y / (zx) Uv 


图 6. 1 
显然 ,在 w = =, 则 把 每 个 点 映 为 自己 , 故 又 称 恒 等 变换 、 
(2) 因为 ww 一 wi 十 21:rol 二 (1 十 zw 一 1+ 记 所 以 ， |vwi | 


* 334， 


= 一 2 ,argrwi = arg(l1 十 1),0 = 元 .于 是 ,zw 是 把 图 形 旋转 了 地 ， 


又 伸 长 了 V2 信 , 而 ww 一 wi 十 2i 则 是 将 经 过 旋转 二 , 伸 长 v3 的 
图 形 又 在 2i 的 向 量 方向 平移 了 距离 2. 

例 2 求 映 射 w = 二 (z 十 1) 的 等 伸缩 率 和 等 旋转 角 的 轨迹 方 
程 . 

解 ” 因为 w 二 [Cz 十 1)? 了 = 2(z 十 1), 所 以 等 伸缩 率 的 轨 
迹 方 程 

lz 二 1|=C (C>0) 

是 以 一 工 为 圆心 .C 为 半径 的 圆周 方程 

等 旋转 角 的 方程 

arg2(z 十 1]) 二 C 或 arg(z 十 1) 一 (CC， 

是 一 条 从 一 1 出 发 的 射线 . 

例 3 求 多 =z? 在 z= 1i 处 的 伸缩 率 和 旋转 角 . 问 ;w = z: 将 
经 过 点 z 三 1 且 平 行 于 实 轴 正 向 的 曲线 的 切线 方向 上 映射 成 多 平面 
上 哪 一 个 方向 ? 

解 因为 w 一 2z, 所 以 zw' (i) 一 2i, |w’' | 一 2, 旋 转角 argw 
= 记 . 于 是 ,经 过 点 i 且 平 行 实 轴 正 向 的 向 量 映 为 ww 平面 上 过 点 
一 1, 县 方向 垂直 向 上 的 向 量 , 如 图 6. 2 所 示 . 


v4 (w) 


辕 6. 2 
例 4 函数 多 == zx? 和 ww 二 zz’ 在 什么 区 间 内 单 叶 解析 ?w= 二 z: 
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在 什么 区 域 上 具有 旋转 角 与 伸缩 率 的 不 变性 ? 

解 (1) 大 zz 关 zz 但 zi== zi, 则 必 z = 二 一 zz. 因 此 ,对 于 一 
个 区 域 , 其 中 任意 两 点 xlyzz, 既 有 zi 天 zs: 又 有 zi 天 一 zz 就 是 也 一 
z 的 单 叶 性 区 域 ,如 二 argz 二 0 十 x (0。 是 任何 实数 ). 

因为 w = (z*) = 2z, 仅 当 z 二 0 时 w == 0, 因 此 w= 在 
复 平 面 上 除 z = 二 0 外 处 处 具有 旋转 角 与 伸缩 率 的 不 变性 . 

(2) 在 zi 天 > 但 zx 一 >3, 则 必 z= ez 3 或 >) 一 e732,. 
此 ,对 于 一 个 区 域 ， 其 中 任意 两 点 zi 天 za， 又 zi 汉 ez ,ZA 
em"3> ,就 是 一 z 的 单 叶 性 区 域 ,如 如 < argz<<0. 十 Sn (tl 是 
任何 实数 ). 

例 5 芭 变 量 z = 二 Zz 十 iy 描 出 曲线 为 += 二 1, 一 1 志 y 声 1， 
求 这 条 曲线 在 映射 w = z 下 的 参数 方程 : 

解 ” 令 z=1 十 认 ( 一 1t 人 1), 则 w =z = (1 十 if); = 
1 十 3 一 32 一 1, 所 以 其 参数 方程 为 

' 2 一 1 < 上 委 1. 

例 6 求 下 列 映 射 在 点 z。 = 一 1 十 2i 处 的 旋转 角 , 并 指出 映 
射 分别 将 = 平面 的 哪 一 部 分 放大 了 , 哪 一 部 分 缩小 了 ， 

(1) w = f(z) 一 z2 十 2z; (2) w = g(z) = ln(z — 1). 

解 (1) 矿 (z) = 2z 十 2, 在 点 zo 一 一 1 十 2 处 有 


]( 一 1 十 20 一 全，argP (co) 一 到 ， 


f(z) =2vV(r+1) + (zz 一 工 十 i). 
当 | 了 f(z)1<1 时 , 即 在 区 域 (z 十 1)? 十 六 之 二 时 图 形 缩小 ， 


在 区 域 (z 十 1)? 十 y> 时 图 形 放 大 . 


(2) g'(z) = 一 在 点 zxo 一 一 1 斗 2 处 有 


过 一 1] 
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,1 1 
8 一 1 十 2 一 一 了 (二 1D，arg| 一 子 (i 十]= 一 让， 
1 
5 (| = 一 一 一 一 一 一 一 . 
V( 工 一 1 入 十 入 


当 lg'(z)| 过 1 时 , 即 在 区 域 (x 一 1) 十 y 之 1 时 图 形 缩小 ， 
在 区 域 (+ 一 1)? 十 yy 过 1 时 图 形 放 大 . 

例 7 在 映射 ww 二 iz 下 ,下 列 图 形 映 为 什么 图 形 ? 

(1) 以 zi = 二 1,z; 二 一 1,z3 二 1 为 质点 的 三 角形 ; 

(2) 圆 形 Iz 一 1| = 1. 


图 6.3 


解 。” 因为 w = i, 所 以 |w'| = 1,argw' 二 argi. 即 伸缩 率 为 
1, 旋 转角 为 二 
(1) 上 映 为 以 ww = 一 1,w, 一 一 brs 一 1 为 项 后 的 三 -和 角形 
“(2) 有 映 为 圆 域 |w 一 让 所 
例 8 风向 把 上 不 国 寺 lz| 过 ,Im(z) > 0 映 为 
什么 区 域 ? 


解 因为 zw 一 ?-, 除 原点 外 处 处 共 形 ， 所 以 将 上 半 个 回 域 
|z| 二 天 ,Im(z) 二 0 映 为 |w| = R?,0 之 argw 才 2x. 即 以 原点 为 
中 心 ,去 掉 正 实 轴 的 圆 的 内 部 . z 
例 9 设 z 平 面 上 的 面积 微 元 为 dxdy, 在 解析 孔 数 忆 == f(z) 
的 映射 下 ,证 明 :w 平 面 的 面积 微 元 为 17(z)1dudv. 车 w= f(z) 
在 区 域 D 内 解析 , 何 时 有 
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G 的 面积 = Ir Cz) |:dzrdy? 
党 


证 ”如 图 6.4 所 示 , 因 为 |dw| = | 了 (z)|1ldz|, 所 以 像 的 面 
积 微 元 在 伸缩 率 不 变性 下 为 I|dwl* = |f'(z)|:|ldz|: = 
| 户 (z) 有 dzlldy 即 dzdy 经 映射 后 的 面积 为 | f(z) 1] drdy， 


图 6. 4 
当 忆 三/ (z) 是 单 叶 解析 的 ,有 


G 的 面积 = 上 f(z)l*dzdy， 


否则 不 成 立 . 如 对 多 二 z’, 将 lz| 二 1 映 为 |w| 过 1. 
G 的 面积 天 | 4|z|2dzdy = 4| | nd = 2x. 


lz|=1 


例 10 利用 上 例 结论 ， 当 z 在 万 :1 三 < lz|&2, — 7 Sargz 


<< 于 上 变化 时 ,函数 w = z 的 值 域 的 面积 是 多 少 ? 
解 。” 内 为 w= 在 上 述 区 域 是 年 时 解析 的 ( 见 例 4 ， 所 以 可 
用 例 9 结论 , 像 的 面积 为 
I xdzdy 一 | ~ [ar :rdrdg = lsn 


例 11 设 w= f(z) 在 圆 |z| 过 1 内 解析 ,导数 处 处 不 为 零 . 
证 明 : 罚 周 |z| 二 rr (rr 之 1) 在 w= f(z) 的 映射 下 , 像 曲 线 的 曲率 
等 于 
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f"(z) 
z |zf' (2)| 
证 “车 以 ds,d 分别 表 示 z,w 平 面 上 的 绝 微 分 , 则 由 = 
f(z) 在 |z| 二 1 内 是 共 形 映射 . 


dL = |if(z)lds = |)lrd0,， 即 = |zf (z)1. 


k= 


图 6.5 


依 曲率 定义 ,有 
= dr dr/d@ dr/dd 
但 由 转动 角 的 关系 ,向 


r 一 上 十 ArgP(z) 一 了 了 十 9 十 Arg 记 (=)， 


ds ds/d0 ~ |zf' (Cz)|° 


二 1 十 Argf (z). 
zf"(z) _diLnf'(z))] 1 9 
X Py dm ~ 1 WL (z)， 
Re (SS | 一 Argf (z)， 
1] Re{zf”(z)/f (2)) 
p= NT/ TI NT 
从 而 [zf' (z) | l 


例 12 证 明 :映射 ww = = 十 二 把 圆周 |z| = C 映 为 椭圆， 


sinl. 


“一 |C 十 去 |eosb， "=|c 一 二 


还 设 达 二 Arcos9 十 1SIn0) rz 一 1 十 1 


, 1 
WwW 之 "Cosy 十 lsin) + rr(cosg 二 iSInN6) 


二 yr(cos6 十 115100) 十 COsO — isind 


y 
-一 1 十 - 二 jcosg 十 让 一 二 jsin， 
六 天 
由 |z| 二 (二 和, 所 以 


eic Ll), 
ww 一 [C+ 去 cos9 + i C & sing, 
即 n= [C+ lcos0 v= [CC— 去 |sin 
C | GC jn 


例 13 ”证 明 ;在 映射 ww = e* 下 ,互相 正 交 的 直线 族 ReCz) 一 
C, 与 Im(z) = C, 依次 映 为 互相 正 交 的 直线 族 v = utanC, 与 圆 族 
uw 二 v= e 2. 

证 设 z 二 zx 十 iy，wWw 二 tw 十 1v. 

由 Re(z) = 二 Ci,Im(z) = Cy,y 知 X= Ci,y = Cy. 

由 w= 二 @* 一 e-*(cosz 十 isinz), 知 


2 一 e OsST, v= € yslinZz， 


所 以 ,在 映射 ww 二 e* 下 ,直线 族 Re(z) = c， 中 为 直线 族 = 


tanxz 一 tanC, ; 直线 族 Im(z) 二 CC, 映 为 罚 圆 族 ui 十 vi 二 e ?一 e “z. 
两 者 显然 正 交 ， 


第 二 节 。 分 式 线性 映射 


主要 内 容 


1. 由 ao 一 经 二 2 (ad 一 be 关 0) 定 义 的 共 形 映射 称 为 分 式 线 


性 上 映射 . 其 中 ac,d 为 常数 . 
分 式 线性 映射 可 以 写 为 (上 式 两 边 乘 以 cz 十 d) 
CYs 十 cr 一 az 一 六 一 (0， 
则 对 每 个 固定 的 wv, 关于 z 是 线性 的 ;对 每 个 固定 的 x, 关 于 ww 是 线 
性 的 . 故 分 式 线性 映射 又 称 双 线 性 映射 


ar 二 Tb, , 
= 一 二 < 十 40 一 (一 四 一 到 尖 0 
Ci — a 
也 是 分 式 线性 映射 . 


两 个 线性 映射 的 复合 也 是 分 式 线性 映射 . 如 
w = SHh (a8 By 0), 


7 人 6 
_ az+p NO 
"yz+th (PY 了 
复合 可 得 
CZZz 十 忆 1! Ey 
w= Ta ~ b= (0— BY) Ca'd — PpY') .0). 


2， 一 般 分 式 线性 映射 w 一 仁 二 可 以 看 成 是 由 下 列 各 映射 


复合 而 成 的 ， | 

(1) w = z 十 5, 是 一 个 平移 映射 ， 
“(2)}w 二 az, 是 一 个 旋转 与 伸缩 映射 ; 

(3) w 一 三 ,是 一 个 反 演 映射 ,是 两 个 对 称 变换 wi 一 土 与 名 
二 多 的 复合 | 

3. 关于 圆周 的 一 对 对 称 点 

设 C 为 以 原点 为 圆心 .> 为 半径 的 圆周 . 若 在 以 圆心 为 起 点 的 
一 条 半 直 线 上 ,有 两 个 点 已 与 已 满足 关系 式 oP .oP' 二 7?, 就 称 这 
两 点 为 圆周 C 的 一 对 对 称 点 . 

具体 做 法 是 :从 圆周 外 点 尸 作 圆周 C 的 切线 PT ,由 工作 oP 的 
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垂 线 7 了 P ,与 oP 交 于 P', 则 P 了 与 P' 为 一 对 对 称 点 ( 见 图 6. 6). 


图 6.6 


P' 即 图 中 的 wi, 再 作 关 于 实 轴 的 对 称 点 即 得 ww = 二. 

4. 分 式 线 性 映射 的 性 质 

(1) 分 式 线性 映射 在 扩充 复 平面 上 是 一 一 对 应 的 , 且 具 有 保 
角 性 . 

(2) 分 式 线性 映射 将 扩充 = 平面 上 的 圆周 映 为 扩充 w 平面 上 
的 圆周 , 则 称 分 式 线性 映射 具有 保 园 性 . 

如 果 给 定 的 国 周 或 直线 上 没有 点 里 成 无 穷 远 点 , 则 它 肌 为 
径 为 有 限 的 圆周 ;如 果 有 一 个 点 映 为 无 穷 远 点 , 则 它 映 为 直线 . 

“(3): 分 式 线 性 映射 将 关于 圆周 C 对 称 的 两 个 点 映 为 关于 C 的 
像 曲线 工 的 一 对 对 称 点 keg 所 的 图 
周 ) 则 称 分 式 线性 映射 具有 保 对 称 性 . 

(4) 分 式 线性 映射 将 < 平面 上 三 个 相 异 的 点 z1,z2,zs 映 为 w 
下 面 上 三 个 相 异 的 电 1 cz ,ws, 且 使 交 比 
保持 不 变 , 则 称 有 保 交 比 不 变性 . 

5. 如 果 给 定 < 平面 上 任意 三 个 相 异 的 点 z1,x2,zs, 在 志平 面 
上 也 任意 给 定 三 个 相 异 的 点 wi ,ws,w;, 则 将 zi(k = 1,2,3) 依次 
映 为 wi(k 二 1,2,3) 的 分 式 线性 映射 是 惟一 存在 的 ,w = f(z) 满 
足 
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WwW tw Ww 一 之 一 XI 

6. 在 分 式 线性 映射 下 ,如 采 在 圆周 C 内 任 取 一 点 zs 而 扎 > 
的 像 在 C 的 像 C 的 内 部 , 则 C 的 内 部 就 映 为 C' 的 内 部 ;如 果 xz。 的 
像 在 C 的 外 部 ,; 则 C 的 内 部 就 映 为 C 的 外 部 . 

如 果 在 C 上 取 定 三 点 zi,x2,zs,; 它 们 在 C' 上 的 像 为 w ,tw,， 
tw 而 (人 依 zi 一 2 一 之 的 统 同 与 CC 依 zi 一 ww 一 ww， 的 绕 同 如 果 
相同 时 ,C 的 内 部 就 映 为 C 的 内 部 ; 绕 同 相反 时 ,C 的 内 部 就 映 为 
C' 的 外 部 . 

这 两 条 准则 是 确定 映射 区 域 对 应 的 依据 

7. 在 分 式 线性 映射 下 , 当 两 圆周 上 没有 点 映射 成 无 穷 远 点 
时 ,这 两 贺 周 的 弧 所 转 成 的 区 域 映 射 成 两 贺 弧 所 围 成 的 区 域 ; 当 两 
圆周 上 有 一 个 点 映射 成 无 穷 远 点 时 ,这 两 圆周 的 弧 所 围 成 的 区 域 
映 射 成 一 圆 弧 与 一 直线 所 围 成 的 区 域 ; 当 两 圆周 交点 中 的 一 个 映 
为 无 穷 远 点 时 ,这 两 圆周 的 弧 所 围 成 的 区 域 映 射 成 角形 区 域 . 

8. 三 种 典型 区 域 之 间 的 共 形 映射 

(1) 上 半 和 平面 Im(z >) 全 0 到 上 半 平 面 Im(w) > 0 的 分 式 线性 


映射 是 :w 一 入土 多 ,其 中 a,6,c,4 为 实 常数 , 且 ad 一 be > 0 


具有 这 一 形式 的 映射 也 将 下 半 平 面 Im(z) << 0 映 为 下 半 平 面 
Im(z) < 0. 一 般 利用 在 = 平面 实 轴 上 取 三 个 相 异 点 z 过 zs 过 
和 在 己 平面 实 轴 上 的 三 个 相应 对 应 点 w < ws < ww,, 由 交 比 不 变 
性 即 可 求 得 . 

(2) 上 半 和 平面 Im(z) >'0 到 单位 图 ol 过 1 内 部 的 分 式 线性 
映射 是 :w 一 e| = 二 下 ,其 中 0 为 实数 ,4 为 上 半 平 面 内 映 成 圆心 
w 的 点 (ex 也 记 成 有). 

(3) 单位 贺 |z| 二 1 映 为 单位 圆 |w| 二 1 的 点 的 分 式 线性 映 
射 是 :w = ez| 二 一 二 | le zx| = 1). 其 中 9 为 实数 ,6 为 单位 圆 |z| 


1 一 
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<< 1 内 的 任意 一 点 (e 也 记 成 &). 
疑难 解析 


1， 分 式 线性 映射 有 几 个 复 参 数 , 几 个 实 参 数 ? 有 几 种 方法 可 
以 惟一 确定 一 个 分 式 线性 映射 ? 


答 。 分 式 线性 映射 w 二 从 二 ,a,b,c,d 都 是 复 常数 ,所 以 


有 四 个 复 参 数 . 由 于 有 约束 条 件 ad 一 be 关 0 存在; 故 只 有 三 个 独 
立 的 复 参 数 . 每 个 复数 均 可 表 为 a = ai 十 ias(ai,as 为 实数 ), 故 分 
式 线性 映射 有 六 个 独立 的 实 参 数 . z 

由 于 一 个 分 式 线性 映射 有 三 个 独立 的 复 参 数 , 因 此 给 定 三 个 
条 件 就 可 以 惟一 确定 一 个 分 式 线性 映射 . 常用 以 下 两 种 方法 . 

(1) 给 定 z 平 面 上 三 个 相 异 的 点 和 ww 平 面 上 三 个 相 异 的 点 ， 
当 确定 对 应 关系 后 ,由 交 比 不 变性 可 以 惟一 确定 一 个 分 式 线性 映 

(2) 大 给 定 一 个 圆周 映 为 一 个 圆周 (或 直线 ), 要求 某 一 定点 
映 为 某 一 像 点 ,并 且 此 点 上 某 一 方向 映 为 像 点 上 某 一 方向 ,也 能 惟 
一 确定 一 个 分 式 线性 映射 . 

2. 为 什么 说 “ 交 比 不 变性 ”惟一 确定 一 个 分 式 线性 映射 ? 

Ww 一 TW | 之 一 之 1 之 3 一 之 ] 


答 (1) 


一 Ts Ua ~ Us 之 一 之 7 之 3 一 之 2 


可 写 为 (tw 一 wl) (ws 一 tw,) (z 一 Zz1) (zs 一 Zz2) 


人 一 WI Ws we) 一 (2) 

: (ww 一 zz) (ws 一 wi) (zx 一 Zz,) (之 3 一 之 1) 
惟一 确定 一 个 分 式 线 性 映射 ,因为 可 以 代 人 直接 验证 : 当 > = zi， 
22y23 了 时，z = wi 2 3. | 


(ts 一 ti) (2, 一 Z，) 
A= Wz 22) 


tH 一 tO] 四 
(ta -一 YOUy ) 人 之 ~ 一 之 ] ) 


(4 关 0), 则 式 (2) 化 为 二 一 圳 ， 
一 一 一 ! ， 因为 xlyxzyzs3 不 相等 9 TU 9 TU2 9 TO3 也 不 相等 ; 今 


x 


A 


dO TU 一 Ar ， 一 ey 全 《UL 一 ] 一 A， d -一 Ai 2 
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d 之 十 5 
cz 之 十 区 
(ad 一 bc = (tw 一 A ) (dz 一 zy) — (wz — wiz2) (1 一 4) 
= A(w!i — twWw,) (2 一 22) 天 0)， 
所 以 式 (2) 表示 一 个 分 式 线性 映射 . 


当 分 式 线性 映射 ww = 全 二 了 满足 条 件 


_ azi 十 0 
“4 二 


时 ,分 式 线性 上 映射 是 惟一 的 
在 lyzayzs 和 Ww ,Ww yzos 中 出 现 oo 时 可 以 这 样 处 理 :如 之 3 一 
co 则 先 令 zs 换 成 有 限 点 zs, 然 后 令 zs 一 co. 这 时 , 式 (2) 中 出 现 


二 于 全 一 1. 所 以 , 凡 某 已 知 点 为 oo 时 ,直接 换 成 1 就 行 


3. 什么 是 映射 的 不 动 点 ?一 个 分 式 线性 映射 有 几 个 不 动 点 ? 
答 一 个 映射 中 == f(x), 车 有 z 二 f(z), 则 称 点 为 映射 名 


= f(z) 的 不 动 点 .对 于 一 般 的 分 式 线性 映射 ww 一 衬 二 也 ,不 动 点 
最 多 只 有 两 个 . 
因为 由 = 一 


则 Ww! 一 ，ad 一 天 0 


(k 一 1] ,2,3) 


给 二 得 到 的 一 元 二 次 方程 


ce (a—d)z—b=0 

至 多 有 两 个 根 , 即 两 个 不 动 点 . 

若 z = /(<) 有 三 个 或 更 多 不 动 点 , 则 必 为 恒 等 变 换 ww = > 

4. 关于 圆周 (5C 的 对 称 点 有 什么 特性 ?在 分 式 线性 映射 中 怎样 
利用 对 称 点 的 不 变性 ? 

答 ”关于 圆周 C 的 对 称 点 的 定义 和 求法 请 参看 本 章 主 要 内 
容 3. z1,2z 为 圆周 C;|z 一 zo| = 二 尺 的 一 对 对 称 点 的 充 要 条 件 是 :经 
过 z,,z; 的 圆周 天 与 C 正 交 . 

如 图 6.7 所 示 , 作 zoz' 与 卫 相 切 ,> 为 卫 上 切 点 . 则 


| — zo = |z — zol lz 


由 对 称 点 定义 知 ,|z 一 20 二 Re, 鼓 > 
在 C 上 . 而 天 的 切线 即 C 的 半径 ,所 以 全 
与 C 正 交 . 肥 之 , 若 人 过 1 与 <; 且 与 C 正 
“ 交 , 则 直线 x1x; 与 C 正 交 , 并 且 过 zo. 而 全 
与 C 正 交 于 x , 则 C 的 半径 zoz' 即 研 的 切 
线 , 故 |z1 一 Zo |zs — zo | 二 R*, 即 知 zi 与 
zz 是 关于 圆周 C 的 一 对 对 称 点 . 

又 ,z 与 z 关 于 实 轴 对 称 . 

在 将 上 半 平 面 Im(z) 盖 0 映 为 单位 圆 内 部 |w| 过 1 的 分 式 线 
性 映射 就 利用 了 对 称 点 的 不 变性 . 


设 w = 全 二 了 将 点 < 二 a 映 为 w = 0, 则 由 对 称 点 的 不 变性 
= 一 8 映 为 w 二 co, 且 


aa 二 b= 0=>b = 二 一 aa,， ca 十 dd = 0=>d 二 一 ca, 


人 之 一 性 


于 是 w 一 
再 由 z 王 0 与 |w| 二 1 上 某 点 对 应 ,得 
l=, 0 过 OZ ox. 


所 以 w= e" 一 (Im(a) > 0). 
5， 怎 样 理解 一 个 分 式 线性 映射 忆 = 2 十 4? 
az 十 过 


答 ”w 一 经 十 4 称 为 分 式 线性 映射 ,要 求 ad 一 bc 关 0, 否 则 


一 -一 多 一 0,z 王 4 一 经 十 4 将 z 平 面 上 点 映射 记 平 


dz (cz dad): cz 二 ad 
面 上 一 个 点 ,不 是 共 形 映射 
z 6 
w= 由 wi 一 过 十 Di 一 azyz = 二 复合 而 成 


(1) w= 二 zz 十 6 是 将 < 平移 距离 6 的 映射 ( 见 图 6. 8(a)); 
(2) w 二 az 是 旋转 有 映射 w = ez 或 伸缩 映射 ww 一 入 ( 见 
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图 6. 8(b)、(c)); 
(3) w = 二 是 倒数 映射 (两 次 对 称 变换 见 图 6.8(d) ,Ce))， 


tw 二 z+b 


~(e) 


图 6.8 
在 讨论 分 式 线性 映射 时 ,就 以 这 四 种 基本 映射 为 基础 来 寻找 
论 ( 图 中 将 = 平面 与 ww 平面 重合 在 一 起 ). 
6. 人 |z| < 1 了 映 为 ww 平面 上 单位 加 内 部 


jw| 二 1 的 映射 ww 一 所 二 一 ~ 中 ,实数 9 的 几何 意义 是 什么 ? 
答 0 是 几 身 二 oo 一。 3 在 单位 贺 内 点 “处 的 旋转 角 
argw' (a). 因为 


re! (z) — ee 


1 一 aa 四 ei 
Ga “(VTi ll<1, 


所 以 argw' (a) = arge” — arg(1 — lal:)= 0. 
方法 、 技 巧 与 典型 例题 分 析 


一 、 分 式 线性 映射 的 概念 
分 式 线性 映射 是 一 一 类 既 简单 又 重要 的 映射， 通过 本 部 分 例题 ， 
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我 们 要 加 深 对 分 式 线 性 映射 概念 的 理解 ,熟悉 分 式 线性 映射 的 分 
解 和 复合 ,熟悉 保 角 性 、 保 圆 性 、 保 对 称 性 和 保 交 比 不 变性 ,并 且 能 
分 析 复 参数 的 取 值 对 图 形 的 影响 每 等 . 


例 1 ”证明 :对 任何 一 个 分 式 线性 映射 w= 入 二 5 都 可 以 认 
为 ad 一 pc 一 1]， 
证 “分 式 线 性 映射 要 求 ad 一 bc 关 0, 则 
az/(ad — bc)!® + b/(ad — bce)!’ a 之 +++p 


cz/ad — bbc) ?+d/lad 一 pb) cz 十 cd 


jn ad bc 
义 ad be -HK 


即 可 认为 aa 一 bc = 二 1 成 立 . 
例 2 证明; 对 称 映射 w = z 不 是 分 式 线性 映射 . 


一 ]， 


证 法 1 因为 ww 二 z 即 4 十 记 一 zx 一 iy, 所 以 咏 一 1 时 一 
0, 革 一 0, 闻 = 一 1, 不 满足 C-R 条 件 , 即 w = z 不 解析 . 但 分 式 线 
性 映射 是 解析 的 放 w 二 z 不 是 分 式 线 性 映射 . 

证 法 2 设 w 一 z 是 分 式 线性 映射 ;w = 红 二 5, 则 

ob 

z 二 1 时 ,zZ 二 一 人 

-1 


解 得 2 = < 一 0,d 一 04, 即 岂 一 一 一 z 与 w= 二 z 逆 盾 . 


例 3 映射 zw 一 经 二 将 圆周 |z| = 1 映 为 直线 , 它 的 参数 
应 满足 什么 条 件 ? 
解 ”前 先 , 分 式 线性 映射 应 满足 ab — edz0. 


其 次 ,者 |z| = 1 映 为 直线 , 则 |z| = 1 上 某 点 应 映 为 oo, 即 cx 
.348 。 


i 二 0, 故 应 有 | 一 “|~ 1,Bh lc| = ld. 
所 以 ,参数 应 满足 a 一 cd 关 0 且 |c| = 1&|. 
例 4 将 映射 z 一 六 二 分 解 为 四 个 简单 映射 的 复合 ， 


解 ” 将 名 一 于 于 4 


3z 十 4 1 。，。， 4 一 3 1 
w= THETrD'1i 
oo l 


所 以 ,w = 二 六 二 个 可 以 分 解 为 
平移 变换 rw 一 = 十 ii 
倒数 变 射 zs 一 让 ,ww 一 wws 一 3ii 
伸缩 变换 ws = |3 十 4ilw; = 5w;; 
旋转 变换 w, = e”w;, 0 = arctan 全， ws = eaw， 


例 S 证 明 :z 与 x; 关 于 圆周 Azz 十 Bz 十 Bz 十 D== 0 对 称 
的 充 要 条 件 是 4ziz* 十 Bzs 十 Bz 十 D=0. 


证 ”圆周 方程 可 以 化 为 jz 一 | = R, 其 中 xz。 一 一 4,R — 


[1B!:* DD 2 
所 一 了 之 0 (4 全 0 中 是 实数 ) 


若 = 和 zs 关于 圆周 对 称 , 应 有 (zi 一 zo)(z: 一 zo) 一 R?, 即 
[= 中 人 三 + 和 = 人 译 一 台 

化 为 A?z1z; 十 ABz, 十 ABzi 十 BB= 万 一 4D， 

即 4ziz; 十 Bz,+ Bz+D=0. 

反之 ,也 成 立 ( 读 者 自己 可 尝试 逆向 推出 ). 
例 6 证明: 平移 变换 可 以 分 解 为 两 个 关于 直线 的 对 称 变换 ， 
证 “” 取 直线 4 为 过 <== 0 且 与 向 量 b 垂直 的 直线 ,/; 为 经 过 
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的 中 点 刀 且 与 向 量 如 垂直 的 直线 . 
设 户 = |ble%, 易 证 : 
(1) = 关于 4 的 对 称 映射 为 5 一 e ”zi 
(2) 又 关于 4 的 对 称 上 映射 为 


| 
| 6.9 因此 连续 地 进行 两 次 映射 后 即 可 得 到 
sm 
= 了 ee we 十 怠 | 
_ bo 6 iag 
一 zz 十 万 十 本 2 十 


例 7 证 明 : 相 似 ( 伸 缩 ) 映射 w= 二 kz (4 二 0) 可 以 分 解 为 两 
个 关于 圆周 jwi 二 Ri, |w| 二 R; 的 对 称 映射 , 且 k 二 Ri/R3. 

证 设 第 一 个 圆周 半径 为 R, ,第 二 个 圆周 半径 为 R., 日 k= 
Ri/R3, 则 对 任意 点 =, 作 关于 |z| = R, 的 对 称 映射 ,得 zg 二 RI/z; 
青 作 关于 |z| = Rs 的 对 称 映射 ,得 w) 一 Rz/z. 


因此 连续 实施 两 次 对 称 映 射 后 即 可 得 到 
__R _R_R_, 
(Ri/z) Ri/z 一 一 


例 8 证明 :两 直线 在 无 穷 远 点 oo 的 交角 与 这 两 直线 在 第 二 
交点 (有 限 点 ) 的 交角 大 小 相等 .方向 相反 . : 

证 ” 设 两 直线 为 人 ,li. 因为 是 研究 在 oo 点 的 交角 ,所 以 考虑 
映射 (变换 )w 一 1/z. \ 

又 设 41' 与 1; 在 映射 w 二 1/s 下 的 像 为 4 与 以 . 下面 分 情形 讨 
je. | 

(1) 和 与 4 都 过 原点 , 即 交 点 为 zs = 0. 在 映射 w= 二 1/z 下 ,与 
li 映 为 过 原点 而 与 它们 关于 实 轴 对 称 的 直线 /1 与 /;( 见 图 6.10). 

车 1 与 1 在 z= 二 0 的 交角 为 B, 则 与 4 在 原点 w= 二 0 的 交 
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0 工 


图 6. 10 

角 为 一 pf. 因为 两 曲线 在 co 点 的 交角 8 定义 为 在 倒数 映射 下 这 两 
曲线 的 像 曲 线 的 交角 9. 所 以 4 与 4 在 原点 w= 二 0 的 交角 正 是 4 与 
li 在 无 穷 远 点 2 的 交角 . 从 而 知 , 交 角 确 与 和 4 在 第 二 交点 的 交 
角 大 小 相等 .方法 相反 . 

(2) 设 zo 关 0, 此 时 1 与 4 中 至 少 一 条 不 过 原点 . 则 在 映射 w 
二 1/z 下 , 像 41 与 必 至 少 有 一 条 映 为 加 弧 . 

因为 xz 一 co 一 也 一 0,z 一 zxo 一 也 一 17zs, 所 以 车 4 与 在 
w 三 0 的 交角 记 为 一 8B, 则 4 与 6 的 交角 为 B. 而 1 与 在 w= 二 0 
的 交角 一 8B 正 是 4 与 在 z= 二 oo 的 交角 . 由 w= 二 1/z 的 保 角 性 ， 
1 与 4 在 z 的 交角 应 等 于 4 与 4 在 1/z。 的 交角 pB. 鼓 4 与 在 
的 交角 与 4 和 4 在 第 二 交点 的 交角 大 小 相等 .方向 相反 . z 

图 6. 11 所 示 的 是 和 ,ts 都 不 过 原点 情形 ,图 6. 12 所 示 的 是 和 ， 
/: 有 一 条 (41) 过 原点 情形 . | 


图 6.11 

例 9 证 明 : 任 意 四 个 相 异 的 点 zi(k = 1,2,3,4) 可 用 分 式 线 

性 映射 成 1, 一 1,k, 一 上 的 位 置 ,此 处 的 上 值 依 点 而 定 , 共 有 多 少 
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网 6. 12 


解 ?互相 又 有 什么 关系 ? 
证 “由 交 比 不 变性 , 设 (=z=yzsvz) 二 (1, 一 1,k&, 一 有) 一 

4 ,显然 A 随 点 心 而 定 ， 由 

k—1, —*k—l1 

R 十 1 一 上 十 1 
可 兄 & 值 依 A 而 定 , 而 且 有 两 个 解 ,满足 

i 

即 & 与 上 互 为 倒数 关系 . | 
例 10 证明 : 圆 内 接 四 边 形 对 边 乘积 之 和 等 于 两 对 角 线 之 


1 十 4 2V4 


一 44 一 1 一 也 1] 一 4 


积 . 
证 设 圆 内 接 四 边 形 四 个 顶点 为 = ,zz,zsyzt, 要 证 明 
x] 一 2|。|z 一 2 十 |z 一 zj。|zs CO— 2z;| 
= |z 一 < | 。，|z， 一 > | 
由 第 一 章 第 一 节 例 38 知 , 若 :zayzayzt 四 点 共 圆 , 则 交 比 
(siyz2y24y2z3) 二 4A( 实 数 ,0 过 4 过 11). 可 以 证 有 明 , 互 换 点 的 位 置 时 
交点 有 不同 变化 . 因为 (z1,z%,z2,z3) 二 1 一 4, 邦 


| (21 22 ,Zs T3) | 十 | (21 924,22923) | 二 |]， 
-a 一 Rd4 一 之 之 -人 这 2 
Bp 过 1 2 ,4 3 之 1 4 ， 之 2 3 | 一 ] ， 
之 | 一 3 4 之 1 .< vv? 一 之 
去 分 母 , 得 
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|z) 一 二 | ” | = 一 3| 十 |z1 一 2 “ |z2 一 zs 
= |zC— zi| |z,— zi|. 
二 、 分 式 线 性 脆 射 的 确定 与 肌 射 的 图 形 
分 式 线性 映射 是 共 形 映射 的 一 种 , 它 的 研究 也 分 两 类 问题 . 
第 一 类 问题 是 ;已 知 z 平 面 上 的 区 域 ( 或 点 、 圆 弧 ) 和 分 式 线性 
映 喘 忆 二 了 (z), 求 w= 二 f(z) 映射 下 了 DD 的 像 域 G. 解决 这 一 类 问题 
的 方法 是 , 求 出 区 域 D 的 边界 (或 点 、 圆 孤 ) 的 像 , 然 后 再 由 绕 向 确 
定 像 域 . 一 般 方 法 可 以 归纳 为 口诀 : 
由 区 域 求 边界 , 依 函 数 求 图 像 , 边 界 绕 向 定 区 域 . 
解决 这 一 类 问题 的 关键 是 要 熟悉 圆 弧 .直线 在 不 同情 况 下 的 
对 应 关系 ,以 及 中 的 边界 C 的 内 部 对 应 区 域 确定 的 法 则 (内 点 确定 
法 或 绕 回 确定 法 ). 
第 二 类 问题 是 :已 知 z 平面 上 区 域 D 和 w 平 面 上 区 域 G， 找到 
将 D 映 为 G 的 分 式 线性 映射 多 = f(z). 这 类 问题 比较 复杂 :, 它 要 
依据 已 与 C 的 形状 与 关系 , 找 出 反映 两 个 区 域 间 关 系 的 函数 . 一般 
都 不 能 用 一 个 简单 函数 表示 ,而 要 从 两 头 考虑 ,利用 我 们 熟知 的 典 
型 变换 作 跳 板 , 最 后 联系 起 来 ， 利用 复合 关系 求 得 函数 ， 一 般 方 法 
可 以 归纳 为 口诀 / 
皮 两 头 想 中 间 ， 典型 映射 来 过 渡 ， 联系 起 来 求 函 数 


例 11 车 分 式 线性 映射 w 一 +b (ad 一 be 关 0), 求 把 z 


平面 上 三 圆 弧 所 围 成 三 角形 映 为 w 平面 上 的 直线 三 角形 的 充分 
必要 条 件 ， : 

解 ”如 图 6. 13 所 示 若 映射 将 = 平面 上 三 圆 弧 觅 为 三 直线 ,出 
由 三 直线 都 过 点 co 可 知 ,对 应 的 三 圆 弧 上 都 有 一点 映 为 co 点 . 由 
一 一 对 应 性 ,这 点 是 三 圆 强 的 交点 . 

由 cc ra +d = 0=>z 一 一 人 .所 以 x 平面 上 三 


加 弧 交 于 点 2 一 一 是 必要 条 件 . 


图 6. 13 


又 若 三 圆 弧 交 于 一 点 = 一 一 所, 则 由 分 式 线性 映射 zw 一 
az 十 必 


2 的 保 圆 性 知 ,三 圆 弧 映 为 三 圆 弧 , 但 = 一 一 和 陕 为 四 一 oo， 
所 以 对 应 的 三 圆 弧 半径 为 无 穷 大 , 即 映 为 三 直线 


故 确 知 , 分 式 线性 映射 这 一 社 寺 将 三 贺 缴 映 为 三 直线 的 充 


分 必要 条 件 是 :< 平面 上 的 三 圆 弧 交 于 点 z 一 一 二. 


例 12 在 映射 一 十 下 ,三 个 互相 外 切 的 圆周 (有 一 个 切 点 
在 原点 = = 0) 所 围 成 的 区 域 映 为 什么 区 域 ? 四 

解 ”如 图 6.14 所 示 ,w = 去 是 分 式 线性 映射 < 一 4 一 0,6 一 
。 一 1, 所 以 具有 像 加 性 ;将 名 , 儿 映 为 过 2 的 直线 , 即 射线 oa' 和 
ob.6 映 为 4 | 


又 z 一 工具 有 保 角 性 ,所 以 al 与 射线 oa' ,ob 相 切 , 且 无 有 
限 交 点 . 即 < 为 半圆 周 ,0'a' 和 ob 相互 平行 

在 z = 二 下 ,三 个 互相 外 切 的 圆 弧 所 围 的 曲 边 三 角形 oab 映 
为 两 平行 射线 oa' ,o'b 和 半圆 周 < 所 围 成 的 区 域 

例 13 ”分 式 线性 映射 ww 一 二 二 
Re(z) > 0 映 为 什么 区 域 ? 


解 ”如 图 6.15 所 示 ,D 即 z 平 面 上 第 一 象限 ,D 的 边界 为 正 
实 轴 和 上 半 虚 轴 . 


图 6. 15 1 
先 求 出 DD 的 边界 的 像 .在 上 半 虚 轴 取 三 点 0 2 分别 映 为 一 
1,0,1/3; 当 z 二 oo 时 ,w 二 1. 所 以 上 半 虚 轴 喘 为 ww 平面 u 轴 上 区 
间 [ 一 1,1j]. 
再 在 正 实 轴 上 取 三 点 0,1,2， 分 别 被 映 为 员 平 面 上 一 1, 一 
(3 一 4i)/5; 当 z= 二 z= 二 00 时 ,w = 二 1, 而 点 一 1, 一 i,(3 一 sD 
的 模 均 为 1. 
-由 分 形 线性 映射 的 共 形 性 与 保 加 性 , 依 边界 绕 向 知 ,z 平面 上 
第 一 象限 映 为 ww 平面 上 的 下 半 个 单位 圆 内 部 : 
lw| < 二 1， Im(w) < (0. 


例 14 证 明 :mw = 经 二 将 Im(z) 一 0 映 为 Im(w) 二 0 的 
充 要 条 件 是 a,b,c,d 为 牙 、 
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， az 二 6 
让 已 知 取 一 :> z 十 他; 


充分 性 在 Im(z) 二 0 上 取 三 点 0,1,00, 经 分 式 线性 映 映 性 


ad 一 bc 0. 


b 
4 ,4 当 a,6b,c,d 为 实数 时 ,wi 二 了 ,wz 二 


a a 
一 0 天 


a = cwss b= cw,— a = c(w,— wa), 


azb cw cw, 一 w,) _ Waz 十 一 WwW; 


ri , PO ede EE 
pi 


之 C2 
进行 比较 知 ,ws 二 aw 二 ws bat bc=1， d = 0， 即 <c ,2， 
c,d 为 实数 . 

若 d 关 0， 则 b= diwiva = cwra + 6 = Ce + dw 设 c 关 0， 


有 
cz 十 dw = (Cc ++ d)w,—>¢ = 2 1d 一 kd,， 
3 一 We 
一 也 
其 中 人 一 加 二 加 ss 一 us 为 实数, 于 是 
_ cz 十 2 _ kdwsz 十 dw kiwsz 十 tw 
cz 二 gg kdztd . kz+]1 


进行 比较 知 4 一 ktws,b 一 VC 一 kd = 1 均 为 实数 . 

c 二 0 时 ,可 仿照 4 = 0 证 出 . 

综 上 所 述 知 ,to 一 一 2 也 将 JIm(z) 二 0 有 上映 为 Im(w) 一 0 的 充 
要 条 件 是 a,b,c,d 全 是 实 孝 

例 15 下 列 区 域 在 指定 映射 下 映 为 什么 ? 

(1) Re(z)>0,w=1z 十 1; 

(2) Im(2) > 0,w = (1 + 1)2; 
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(3) 0 三 Im(z) = 1 ,i 一 1 
2 Z 


(4) Ke(z) > 1,Im(z) > 0,w 一 


由 
» 


14 | 一 


(5) Re(z) > 0,0 过 mz) < 一 二 . 


ed 
eer 


解 ” 题 中 各 映射 都 是 分 式 线性 映射 的 特殊 情形 ,因此 具有 分 
式 线性 映射 的 一 切 性 质 . 
(1) Re(z) 汪 0, 即 右 半 平面 x 之 0. 由 
ww 二 这 十 1 二 1(t 十 1y) 十 1 二 一 yy 十 (z 十 1)i 
知 Im(w) 一 工 十 1 盖 1( 见 图 6. 16(a)). 


图 6. 16 
《2 ) Ta dz) > 0, 即 上 半 和 平面 y 盖 0. 由 


w= (+Dz= +d)rtiy) 一 (一念 二 icz 十 史 
知 Im (vw) > 6. 16(b ) )， 
(3) 0< Im(z) 到 二 广 , 即 0<y 坪 部 1 ,是 带 形 域 由 


之 


rit+y 


1- 号 =>Im(w) < 0 


_ ol), lol ,ll 1 
在 = 一 于 上 取 三 点 | 一 =, 涩 | ,| 0, 到 | ,| 去 ,去 ] ,依次 映 为 
平面 LO OO 国 2),(]， 1), 恰 为 | > 一 了 一 ] 上 三 点 ,而 
y 一 0 映 为 ww 平面 上 除 原点 外 的 实 轴 . 依 一 oo 一 0 一 目 绕 向 对 应 
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这 平面 上 三 点 绕 向 知 , 带 形 域 对 应 圆 外 域 In(ro) 二 0,|z 十 1| 放 
1( 见 图 6. 17(a)). 


图 6. 17 
(4) Re(z) > l,mtz) 一 0, 即 工 盖 1,y 盖 0. 有 
w 二 二 A =>Im(w) <0, Re(w)>0, 
Z 十 y 


又 zz 平面 上 总 (1,0), (lco) 映 为 忆 平 面 上 (1 ,0),(0,0), 即 射线 工 
二 1] (Imz 守 0) 映 为 多 平 夯 实 轴 上 区 间 [0， 1j. 又 z 平 面 上 点 (1,1) 
映 为 1 平面 上 点 | 到， — 到 | ， 点 (0,0)， 加 ;一 去 (1,0) 均 为 加 
| ] 

2 
< 0 内 域 ( 见 图 6. 17(b ) ). 


(5) Re(z) > 0,0<<Im(z) 过 1, 即 x 之 0,0 二 y 二 1, 是 半 带 
形 域 ,有 


1 ,1m(w) 


2 


1 y+ 十 1X 


Wo 二 = 十 7 :—> Re(w) >0, Im(w)> 0. 
又 z 平 面 上 实 轴 映 为 ww 平面 上 半 虚 轴 ; 2 平面 上 直线 y 一 i 上 点 
(0,1),(《1,1), 《oo,1) 依次 映 为 忆 平 面 上 半圆 周 |w 一 1|= 上 


点 (1， 0) ,| 去 ， 到 | ,C0， 0).z 平 面 虚 轴 上 区 间 [i,0] 映 为 z 平 面 实 
轴 上 区 间 [L1,ee). 依 绕 向 确定 区 域 为 : 

Im(w) > 0, Ret({rw) > 0, 一 去 | > 去 ( 吕 图 6. 18). 

。 398 。 


图 6. 18 
az +b 


例 16 ”车 分 式 线性 映射 w 一 经 二 了 将 上 半 平 面 Im(z) > 0 
映 为 :; 
(1) 上 半 和 平面 Im(w) 之 0; (2) 下 半 平 面 Im(w) 二 0， 
则 其 系数 应 满足 什么 条 件 ? 
解 。 将 实 轴 映 为 实 轴 的 分 式 线性 映射 w 二 经 应 有 &a， 
pc 和 ad 为 实数 ( 见 例 14). 
1 ad 一 ec 、 
因为 ww 一 全 二 05, 可 以 得 出 : 


(1) 当 ad 一 bc 六 0 时 ,owy 之 0, 由 绕 向 ( 当 z 沿 浙 增 方向 在 实 
轴 上 前 进 时 ,rw 也 由 渐 增 方向 在 实 轴 上 前 进 ) 相同 , 知 Im(z) 之 0 
上 映 为 Im (rw) 二 0. 

(2) 当 ad 一 pc<0 时 ,过 < 天 0, 由 绕 同 相反 知 ,Im(z) 盖 0 上映 
为 Im(w) < 0. 


例 17 ”车 分 式 线性 映射 中 一 等 二 将 < 平面 上 直线 映 为 名 
平面 上 单位 加 , 则 其 系数 应 满足 什么 条 件 ? 


解 ” 车 ww 一 经 十 4 将 直线 映 为 单位 呵 , 则 = 一 oo 映 为 |wl 
二 1] 上 点 , 即 
wl = | 和 罕 寺 -|4|=1>Ial = Il 


故 系 数 应 满足 ad 一 bc 关 0 且 al = |c|. 


例 18 ”确定 下 列 集合 在 映射 w 一 三 二 

(1) z= 1; (2) z=—1; (3) Re(z)= 0; 
(4) |z| = 2; (5) Im(z) > 0, 

解 〈1) zz 一 1 是 一 点 , 代 人 知 , 映 为 点 也 一 0. 

(2) z 二 一 1 是 一 点 ,代入 知 , 映 为 后 加 一 co. 

(3) Re(z) 二 0 是 虚 轴 , 即 x 二 iy. 代入 得 


wo 1l_ Ud li+y ,i 2 
1y 十 1 1 十 入 1 十 入 ly 
(一 ce 之 yy 之 十 0o0)， 
写成 参数 方程 为 
一 1] 十 y _ 2y 


if 一 


ly b “了 于 好， YT 
消去 y 得 , 像 曲 线 方程 为 单位 圆 , 即 

tt 十 一 工 (也 可 由 liww| = 这 于 了 | = 1 得 出 )， 

(4) |z| = 一 2 是 一 圆周 , 令 == 2e ,0 委 0 委 2r. 代 人 得 区 一 


i 
ce 十 1 ,化 为 参数 方程 


2e 
加 3 4sing 
“5 二 4c0s0” “5 二 4cos0’ 0 SS Zn, 
消去 0 得 , 像 曲 线 方程 为 一 阿波 罗 尼 斯 圆 , 即 
站 
3 / 3 | 
这 1 wl1 2 w+ 二 1 | 
‘也 可 由 w 二 二 1 全 一 1 一 一 得 t= “| = 2). 
(5) 当 Im(z) > 0 时 ， 由 于 十 —— -一 1 <0. 令 
Ww 二 十 1 ,得 
ww 十 1 (zx 十 1 十 i 一 CT 
Im| : -村 jj- Dt Dw 
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例 19 试 求 将 |z| 二 1 映 为 | 凶 一 1| 二 1 的 分 式 线性 映射 . 
解 已 知 将 |z| 过 1 了 映 为 圆 |wi| 过 1 的 分 式 线性 映射 为 


wl = ee 一 la| < 1 
将 jz 过 1 回 右 平 移 一 个 单位 , 即 |w 一 1| 二 1. 
一 和 


故 多 二 1 十 WW 二 1 二 eT 一 ca'14| < 1. 

例 20 求 将 圆 域 |z| 过 R 映 成 jw| < 1 的 分 式 线性 映射 . 

解 ” 先 作 伸缩 映射 w 二 去 ,将 |z| 二 R 映 为 |wi| <<1; 再 将 
lwi| 二 1 有 映 为 |lw| 二 1, 于 是 


g WI _ z/R— a 92 oR 
ll—&w l1— ez/R R—az 

即 为 所 求 映 射 . 

例 21 驮 将 上 半 平 面 Im(z) 汪 >0 映 为 单位 圆 |w| 二 1 的 分 式 
线性 映射 w = f(z), 并 满足 条 件 

(1) /GD) =0,f(—1)=1; (2) f0) = 0,argf’ (1) = 0; 

| ] 
(3) f(1) = 1,8G) = J 二 
解 ”将 上 半 和 平面 Imn(z) >>0 映 为 单位 圆 |w| 二 1 的 一 般 分 式 


线性 映 为 w 二 二 一 ,Im(e) > 0. 


la| 过 1 


一 1 一 1 
ww =i! 
加 zz 十 1 
(2) 由 fG)=0, 得 a==i; 又 由 argf()=0, 即 f(z)=@* 
2 _. ff l iC8—X Ap ， 
i/ (1) .一 Fe ,二 0 得 9= 元. 所 以 
w 一 i (k = e") 
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(3) 由 7G) = 1 得 4= 二 二 ;由 7G) = ,得 二 


， i 一 <  . 联 立 解 得 (过 程 略 ,请 读者 自己 尝试) 


Vili—a) 
_ 3z 十 (V5 一 2i) 
CN 一 2i)z 十 3 
提示 : 令 a 一 工 十 iy,8 二 + 一 iy, 解 方程 得 z 一 一 全,y 一 乞 


例 22 求 将 |z| 二 1 映 成 |w| 二 1 的 分 式 线性 映射 , 且 满 足 
条 件 


(1) 川 于 | 一 0, 一 1 一 1 


(2) 川 训 |= oargpP| 序 | 一 到 


解 ”将 单位 圆 .jz| 二 1 上 映 为 单位 圆 |w| 二 1 的 分 式 线性 器 


为 ww 二 二 ”~ 


] 一 玖 
(1) sos- 去. 又 由 太一 1) 一 1, 知 


8 一 上 一 17/2 
1 十 172 


2’ lel < 1. 


= er(— 1) =1=>e=— 1=>0=7, 


,zl1l/2 2z 一 1] 
故 wo 1. 1 一 >z/2 zz—2° 


(2) a 去 j=0， 知 a 一 二. w= 5 二 妈 ,( 由 we 
二 经 求 导 ), 让 | 二 | 一 舍 一 0 一 arg 放 [十 | 一 于 ,于 是 
w= e412|= 22—1 
] 一 Z/2 ' -一 
例 23 求 将 |z| 二 1 映 为 |w| < 1, 且 满足 条 件 f(a) = a， 
arg 有 (ca) 二 0 的 分 式 线性 映射 ( 见 图 6. 19). 
解 “这 个 映射 不 能 直接 求 得 , 需 用 从 两 头 向 中 间 靠 拢 的 “过 
渡 ”方式 来 求 . 
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图 6. 19 
(1) 先 求 5 二 gp(z), 使 > 二 a 一 5 二 0,argg (l(a) 二 9, 且 |z| 过 
1 映 为 此 | 二 1. 则 由 上 例 可 知 


5 一 92) = eT 

(2) 再 求 史 = 二 g(5), 使 i=0 一 w= 二 a,argg' (0) = 二 0, 且 15| 
过 1 映 为 |w| 二 1. 先 求 其 反 隆 数 和 = 二 yl(w), 它 使 |w| 二 1 映 为 15] 
二 1,w 二 a 了 映 为 [= 二 0, 且 argy (w) = 二 arg(1/g'(0)) = 0. 则 由 上 
例 可 知 


a 


zw 一 
$= YW) = Tw 

/ 一 和 2 一 4 
1 一 让 一 1 一 有 2 


例 24 求 将 Im(z) 二 0， 映 到 Im(w) < 0、 且 把 < 平面 上 的 线 
段 (一 1,1) 映 为 zm 平 面 上 的 射线 (0, 十 ce) 的 分 式 线性 映射 . 


解 。” 设 映射 为 ww 一 于 十 4,ad 一 be < 0,4,6,cwd 为 实数 
由 二 一 一 1 一世 一 coyz 一 1 一 刻 一 0 可 得 一 c 十 以 一 0,a 
十 5 二 0, 所 以 , 取 a = 1,6 一 一 lc 一 l,d = 1. 即 
w 一 人 一， R < 0. 
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例 25 求 把 Im(z) > 0 除去 圆 弧 |z| = 1,0 之 argz 之 所 


得 区 域 映 为 Im(w) 放 0 除去 直线 段 Re(w) = 0,0 过 Im(w) 革 1 
所 得 区 域 的 上 映射 ( 见 图 6. 20). 
"1 (tw) 
| 


网 6. 20 
解 ”由 分 式 线性 映射 的 保 圆 性 ,只 要 求 做 到 
Zz 二 ] 一 w= ,x =e"=— +i >w=i, 


V2 


2 一 一 下 一 了 记 = 二 oo. 


_. 之 一 | 
所 以 ki 


(1 十 D/vV2 一 1] | 
一 有 ~- -一 < 一 一 ~ ~- ， 
dtd/vVit1l V2—1 
故 一 .二 一 上 
V2 一 1 < 十 虐 
例 26 求 所 有 使 点 土 1 不 动 ( 即 z 二 土 1 一 ww 二 土 1) 的 分 
式 线性 映射 . 


解 ” 设 所 求 分 式 线性 变换 为 w= 二 
_1_>_ 1, 得 : 


2 十 6 
2 二 


(ad 一 天 0). 由 


一 Q 十 
一 C 十 人 


， az 十 1) 十 c 一 d 
因为 cz 十 过 


4 十 也 十 cz 十 1 
C 之 十 世 


一 1 = —>b=a+c—d. 


Bh w+1= 
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cz -二 和 
cd 
yy die ,, ld/c 
因此 ol ra tl) ae 
d 
令 一 三 4 得 
rz 十 1 (十 1)(] 十 q)/(z 二 9g) 
ww —— 1 (z 十 1)(1 十 q)/(z 十 gq) 一 2 
_ (z 十 1)( 十 9g) ,z+l 
zz— 1)(g— 1) z—1 
其 中 a 为 复数 . 


有 反之 也 成 立 . 履 所 求 分 式 线性 映射 为 
wl1_ z+] a 为 复数 . 


wo— 1 z 一] 
例 27 。 求 使 点 一 1,i,1 十 i 映 为 下 列 点 的 分 式 线性 映射 : 
(1) 0,2i,1—i; (2)i,00,1. / 
解 ”直接 用 交 比 不 变性 公式 即 可 求 得 . 
(1) 出 一 0 1—i—0 z+1,1+i+1 


wo— 2 1 一 1 一 2i z—i 1 十 1 一 1 
得 4 .+ (2 十 站， 


1 一 3 zz 一 1 二 


， (十 D(z 十 11) 2(z 十 1) 
所 以 ”一 2 一 iDz 二 (2 二 3 二 42 二 5 一 
以 一 !L_ z+] _ . 1 十 1 
(2) 由 一 1] z— 《1 十 1) 一 《1 十 1 
~ 之 十 1 CE) i 
得 sD 1). 
所 以 zy) 二 iz 十 3 


例 28 将 点 z= 1,i, 一 i 顺 次 映 为 ww 二 1,0, 一 1 的 分 式 线 
性 映 册 将 单位 圆 |=>| < 1 映 为 什么 ? 求 出 这 个 映射 ( 见 图 6. 21). 
解 由 区 比 不 变性 , 知 
“365 。 


__ (1 十 1)(z 十 1) 
得 分 式 线性 映 别 为 “w= 本寺 2 十 310 一 2) 


由 于 z 二 1,i, 一 ;为 圆周 |z| = 1 上 的 点 ,w 二 1,0， 一 1 是 
实 轴 上 的 点 , 依 边界 绕 向 对 应 关系 , |z| 二 1 映 为 ww 平面 的 下 半 
平面 Im(w) < 0， 

例 29 求 将 Re(z) > 0 映 为 |w| < 1 的 分 式 线性 映射 . 

解 ” 设 z 平 面 上 一 点 a 映 为 ww = 0, 虚 轴 映 为 |w| = 1 的 四 
周 ,a 的 对 称 点 a 映 为 w = co. 于 是 ,分 式 线性 映射 的 形式 应 为 


当 z 取 虚 轴 上 点 时 ,对 应 点 在 |w| 二 1 上. 不妨 取 = 二 0, 则 
= 人。 13 


0 二 


一 |k|。 sl= 1=>&k = 1,， 


所 以 , 令 上 二 ex(0E€ R), 故 w 一 电 - 3 (Reco > 0). 

例 30 求 将 |z 一 2| 之 1 和 |z 十 2| 之 1 映 为 同心 圆 环 1 < 
Iw| < po 的 分 式 线性 映射 ,并 求 p( 见 图 6. 22). 

解 I 


一 3 一 3 一 1 一 3 p11 Pp—l 加 
二 3 一 1 二 1 二 1 ori 二 po 二 1 人 人 


* 366， 


故 ,分 式 线性 映射 为 
之 一 了 一 1 一 3 wl — Pp—1 
zz 一 1 一 1 一 1 w+ 二 1 一 Pp 十 1 
好 4 十 2Y3 ,zz 一 3 ， 取 一] 


(5 二 3V3)z— (9 十 5vV3) 
(1 十 V3)z 十 (3 十 V3) 
讨论 求 得 映射 是 否 合乎 要 求 . 因为 ab,c,d 都 是 实数 ,所 以 将 
Im(z) 一 0 映 为 Im(w) = 0; 由 绕 向 知 ;将 Im(s) > 0 映 为 Im(w) 
> 0. 故 将 |z 一 2| 二 1 映 为 |w| =1. 由 jz 一 21>>2 中 点 一 1 对 
应 |w| > 1 中 点 ,所 以 [< 一 2| >>2 喘 为 |w| 之 1. 同 理 |z 十 2| 
> 2 映 为 |w| < p. 故 知 , 求 得 分 式 线性 映射 合乎 要 求 . 
例 31 求 将 圆 环 2 过 |*| < 5 映 为 圆 环 4 过 |w| < 10 且 满 
足 (5) = 一 4 的 分 式 线性 映射 ( 见 图 6. 23). / 


了 


故 


狗 6. 23 
解 因为 = 一 ， 一 5, 一 2,2 有 鼎 为 tw 二 一 4,4,10, 一 10, 由 
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区 比 不 变性 ,有 


2 一 5 一 2 一 5_ 二 10 二 4.10 十 4 
2 十 5 ” 一 2 十 5 一 10 一 4 10—4 
故 取 一 zz) 应 为 
一 5 一 2 一 5 十 4. 10 十 4 
zz 十 5 一 2 十 5 了 一 4 10 一 5 
wi 4 5 _ 20 
EP WA4 zt WV 


讨论 求 得 映射 是 否 合乎 要 求 . 由 于 w= 二 f(z) 将 |z| 二 2 映 为 
lz = 10, 且 将 z 二 5 映 为 包 二 一 4, 所 议 1|z| 二 2 里 为 |wi 过 10. 
又 w= 二 f(z) 将 |z| = 二 5 映 为 |w| = 4, 将 z= 二 2 上 映 为 w= 一 10， 
所 以 将 |z| 之 5 上映 为 |w| > 4. 以 此 确认 ,此 函数 合乎 要 求 . 

例 32 求 将 偏心 贺 环 |z 一 3| 二 9,1z 一 8| 二 16 里 为 同心 加 
环 P 过 |w| 二 1 的 分 式 线性 映射 ,并 求 p 的 值 ( 见 图 6. 24). 


图 6. 24 


解 设 < 平 面 上 点 z= 一 一 8，, 一 6,12，24 依 次 映射 为 羽 = 
一 1, 一 P,P,1. 由 交 比 不 变性 ,得 

12 十 8 24 十 8 Pp 十 1 1 十 1 

12+6 24+6 p+p 1+po ”3 
于 是 w= 二 f(z) 为 / 


zz 二 8, 24 十 8 wl1 . 1 十 1 一 2x 
< 十 0 24 十 6 tw 十 2/3 1 十 2/3 z 十 24 


讨论 映射 是 否 符合 要 求 . 映射 将 jz 一 3| 二 9 映 为 |w| = 0， 
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将 = = 24 映 为 zw 一 1 所 以 将 | 一 31 之 9 映 为 |w| > p; 映 射 将 
~ 一 81 一 16 映 为 |w| 一 1, 将 x 二 12 映 为 w 二 Pp， 所 以 将 
= 一 8| 二 16 映 为 |w| 二 1. 确 知 符合 要 求 的 映射 为 


2 全 -类 
we 7 (0 为 实数 小 


例 33 设 z 平 面 上 过 点 a 和 5 的 两 条 园 弧 图 成 区 域 D, 两 贺 汽 


9 沪 


图 6. 25 
解 ” 将 z= 二 a,b 代 人 ,得 z = a 鼎 为 ww 二 0,z = 二 6 有 卫 为 岂 二 
0, 而 4a 关 纪 所 以 两 回 强 映 为 过 ww 二 0 和 w= oo, 夹 角 为 8 的 角形 
域 已 , 
例 34 求 将 上 半 平 面 Im(z) 盖 0 上 映 为 |z| << 尺 ， 有 人 /0) = 
0 f= 一 1 的 分 式 线性 映 庙 f(z), 并 确定 尺 的 值 ( 见 9 6. 26). 
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解 ”采用 两 边 向 中 间 靠 拢 的 “过 渡 ” 方 法 . 


将 Im(z) 映 为 15| 二 1 的 分 式 线性 上 映射 w= 二 e* 生 一 ,将 |w| 


Eee 人 
局 
Ar 


一 尺 映 为 1 二 1 的 映射 为 < = 页 所 以 分 式 线性 映射 的 形式 为 


ew Re 
过 一 有 R 一 下 
由 三 0) = 0—>a = 1， 
5 | Pi a 一 aa 加 
又 由 1 一 1 一 wy = Re =1 
9 1 十 1 
| fe dF 1 
知 Re = 2i 一 > 有 一 2，0 = 本 
于 是 ,所 求 映 射 为 
/ 一 1 
下 


例 3S$ 求 将 |z| 三 KK 映 为 |w| ~ R, 县 使 wla) = 0， 
argw’ (a) 二 9 (al 过 Ri,16| 二 R,) 的 分 式 线性 映射 ( 见 图 6. 27). 


图 6.27 


解 “采用 从 两 头 向 中 间 靠 拢 的 < 过 渡 ” 方法， 


作 映 射 wi = 六 将 |z| 去 展映 为 | <<1, 将 点 4 映 为 点 尺 
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i ww a/R 9 Ta | | 
再 作 贞 射 和 一 ee ] — wd | Me ! Rr ae ,将 |w| 三 1 


映 为 |£| 二 1, 将 点 元 映 汶 二 0. 


同 理 , 作 映射 ws 一 去 将 |w| 过 R, 映 为 |wz| 过 1, 将 点 4 映 


ww» — Ob/R, 
] — wb /R, 


zo 一 了 


局 一 5w) ,将 
jw | 二 1 映 为 15| 过 1 点 起 映 为 ¢ 二 0. 于 是 ,所 求 映射 为 


To 一 必 


。 1 i 1 
为 元; 再 作 映 射 了 二 e — | Ree 


Rie™ Ra = R,e'? Rp 
即 二 一 Re 二 二 < (0 = 0 — 0,). 

例 36 ”证明 ;分 式 线性 映射 把 一 组 同心 贺 映 为 男 一 组 同心 圆 
后 ,其 半径 之 比 不 变 . 

证 ” 设 C:]z 一 zo| = 二 ri 和 C2:|z 一 zo| 二 rz 是 两 个 同心 圆 
(nn 闫 7 ). 经 线性 映 崭 虎 为 同心 国 岂 :Tw 一 wo 王后 和 ; 
[|w 一 zol = RR A RR,). : : : 

因为 x。 与 co 是 关于 C 和 C: 都 对 称 的 一 对 点 , 则 它们 经 映射 
后 的 像 点 wi 与 wi 必 是 关于 局 和 都 对 称 的 一 对 点 , 即 

”Ri R: 


Ww 一 zuo 二 一 -一 一 ， wz 一 wo = 


于 是 R11  __ _& 


wi 一 ve ti 一 wo 


因为 Ri 天 Ra 所 以 或 等 于 oo 或 为 co, 即 wwl 与 w, 两 点 ， 一 点 
为 圆心 ,一 点 为 oO. 


(1) 设 zo 对 应 rwyz 一 ce 对 应 取 一 oo; 则 了 


az 十 0 
cz 十 过 


(ad 一 
pf 关 0) 中 心 = 0,d 关 0, 所 以 由 一 了 = 十 疙 
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b p a 
x To O°— 了 za 十 7 A? 
a 4 
于 是 Ww = 二 wo jo Wo (2 0), 
所 以 
Ri _ [Iw wo la/d | |}z 一 o | /2 
人 | 一 mo ~ la/d1i|z’ — zo | 
(2) 设 zo 对 应 co,zZ 二 00 对 应 w= 二 多 则 w= 2 中 ww 
~ 0 cz 二 4d ? 
= 全 ,zo 一 一 所, 即 c 闫 0. 于 是 
az/c + b/c wozZ 十 b/c A 
之 十 cl]c = wo 过 一 eo = wo tT Tz 
即 WwW wo 
所 以 
中 = | 二 区 =/ 友人 =- lz zn 
R,. [lw — wol [lz 一 zol |z — zo| < 一 zo| ?> 


例 37 设 应 数 忆 = 二 f(z) 在 单位 圆 |z| 过 1 内 解析 ,县 满足 
fz) 二 1 0z| 过 1), 则 在 1z| 过 1 内, 恒 有 : 

f(z) 一 f(z,) , | 

C1) cece i :| ,其 中 Il <<1i 


| 户 (z)| 
(2) 1 TF TR < < 站 | ( 施 下 兹 - 毕 卡 定理 ). 


证 〈1) 建立 歼 数 


zl 十 Zn 
_ 十 过 | f(z) 


| 


由 将 单位 圆 映 为 单位 圆 的 典型 分 式 线性 映射 知 , 当 jz| 二 1 时， 
zl1 十 >o 
] 十 闷 ozo 
且 有 
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Ea 


= F(z,) [= 0 


-~ Ed 
] 一 To 


二 1. 于 是 , 当 |f(z)| 二 1 时 ,wi 在 |z1| 过 1 内 解析 ， 


FC)| 1, F(0)=0. 
由 施 瓦 兹 引 理 ( 见 第 五 草 第 一 节 例 11) 知 , 当 |zi| 过 1 时 ， 
FG)| 碾 |zi|. 所 以 当 |z| 过 1 时 ,命题 (1) 成 立 . 
(2) 由 题 (1) 知 , 当 xx 王 xo 时 ,有 


/4z) — f (zo) < | 
~ To 1 Zozo 
两 边 令 > 一 zo。, 取 极限 ,得 {于 
-一 oy 2 / 
| 户 (Cso)| < 一 上 二 [7 kzo) 或 |f' (zo) | ] 


1 一 |zol” 1 一 [f(z0)l* “1C— | <o| 一 


第 三 入 。 几 个 初等 函数 构成 的 映射 


主要 内 容 


1. 大 消 数 也 二 z"(n 之 2, 自 然 数 ) 所 构成 的 映射 在 = 平面 内 除 
原点 外 处 处 是 共 形 的 ， 

它 将 < 平面 上 圆周 |z| 一 ; 映 为 ww 平面 问 周 lw| 二 "(将 |z| 
二 1 映 为 |w| = 1), 将 射线 9 二 0, 映 为 射线 0 二 n0,, 将 正 实 轴 6 = 


0 映 为 正 实 办? 一 0, 将 角形 域 0 < 0 < bi| < 人 | 映 为 角形 域 0 < 
P 之 n0。. 当 nn 之 2 时 ,映射 w = zr 在 z = 0 处 没有 保 角 性 . 


角形 域 0 二 9 二 所 经 映射 ww = =" 映 为 沿 正 实 轴 剪 开 的 ww 平 


面 0<2?< 2r， 即 角 形 域 张 角 扩大 了 ” 信 如 果 要 将 角形 域 映 为 角 
形 域 ,可 以 利用 每 函数 . 
2， 指数 函数 w = e* 所 构成 的 映射 在 全 平面 是 共 形 的 . 
w 二 e’ 将 z 平 面 上 直线 == 常数 映 为 w 平 面 上 圆周 p= 常 
数 , 将 直线 y= 二 常数 映 为 射线 p= 常数 ,将 带 形 域 0< Im(z) < 之 a 
。373 。 


(0<a 和 2r) 肌 为 角形 域 0< argrzo < ec( 将 带 形 域 0 < Im(Gxz) 二 
27 映 为 沿 正 实 轴 藤 开 的 多 平面 0 过 argw 过 2r), 且 一 一 对 应 ， 
如 果 要 将 带 形 域 瞎 为 角形 域 可 利用 指数 函数 . 


. 2 
3. 茹 可 夫 斯 基 画 数 邮 = 子 |= 十 和 | (之 0 除 = 一 0 和 > 
1 


王 十 4 外 处 处 共 形 ,因为 ==0 为 极点 ,zx = 到 | 1 一 多 


a 一 1 时 ,w 二 也 |< 十 去 |] 


东 可 夫 斯 基 范 数 可 化 为 加 二 < 一 | 二 下 “| ,又 可 分 解 为 《 一 
= 二 上 一， 一 二 t 所 以 如 可 夫 斯 基 上 映射 将 一 个 通过 点 z = 


a 与 z 二 一 a (z 放 0) 的 圆周 C 的 外 部 一 一 对 应 地 共 形 映射 为 一 
了 去 联结 点 一 4 与 地 一 4 的 国 弧 3 的 扩 友 复 平 面 此 C 风 而 
周 |z| = a 时 ,6 退化 为 线段 一 a 声 Re(w) 过 a,Im(w) = 0. 

4. 正弦 函数 w 一 sinz 除 点 2 二 2hx 土工 (& 是 整数 ) 外 在 全 


平面 是 处 处 共 形 的 . 
其 单 叶 性 区 域 有 很 多 ,如 、 
《1) Im(z) 二 0, 一 "过 Re(z) < 或 更 一 般 地 有 ” 
Gi:lm(z) > 0,(2k — 1)7 < Re(z) < (2 十 1)r (4 为 整数 ). 


(2) 一 也 过 Relw) << 了 ,或 更 一 般 地 有 
i Re )<< | 十 kin 
w= -Sin 可 以 分 解 为 | 
Z| 一 1z，z? 一 el ，zj 一 一 io 凤 一 到 | 和 十 蔷 


w 二 sinz 将 G4 映 为 全 平面 上 除去 实 轴 上 线段 [一 1,1] 和 人 负 虚 
轴 后 区 域 ,将 Ri 映 为 全 平面 上 除去 实 轴 上 线段 (一 00, 一 1] 和 
[1, 十 ce) 后 区 域 . 
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sS， 余 蓄 国 数 取 一 cosz 除 点 zz 一 Ar (是 整数 ) 在 全 平面 处 处 
共 形 . 
其 单 叶 性 区 域 也 很 多 ,如 


(1) Im(z) > 0, — 5 < Re(s) < 沁 , 或 更 一 般 地 有 


Gr :Im(z) > 0,， 
一 林 十 2&T < Re(z) 二 yr 十 2&T (kk 为 整数 ). 


(2) 0< Re(z) < 或 更 一 般 地 有 
Ri :kr 过 Re(z) 过 (十 1)r (8 为 整数 ). 
tw 一 cosz 将 区 域 Cr* 单 叶 地 保 形 映 为 全 平面 上 除去 实 轴 上 线 
段 [一 1,1j] 及 正 虚 轴 后 区 域 ,将 Ri 映 为 全 平面 上 除去 实 轴 上 射线 
(一 co, 一 1] 和 [1, 十 co) 后 的 区 域 . 


疑难 解析 


1. 觅 射 迪 = Vz 能 否 将 jz<| < 1 映 为 wl <1, Im(z) > 0? 
为 什么 ? 
答 不 能 . 根 式 函数 有 将 角形 域 缩 小 到 1/ 的 作用 ， 但 |z| < 
1 不 是 角形 域 ,这 是 因为 |z | < 1 没有 裂缝 车 改 为 lz| <1,0C< 
argz < 27 就 可 以 了 ， 

2. 如 何 将 图 6. 25 所 示 的 两 圆 弧 围 成 区 域 共 形 地 映 为 以 图 
6. 28 所 示 的 原点 为 项 角 的 角形 域 ? 
”” 答 两 贺 弧 交 于 ab 两 点 .车 分 式 线性 映射 把 a 映 为 原点 ,6 映 
为 co , 则 Ci,Cs 就 映 为 从 原点 出 发 的 两 条 射线 1,L, 且 顶 角 a 等 
于 两 圆 弧 在 a 点 的 夹 角 a 故 分 式 线性 映射 为 


一 
w= hE 


其 中 为 待定 实 常数 . 


图 6. 28 
若 要 使 工 ; 与 正 实 轴 重 合 ,只 需 在 C 上 与 正 实 轴 土 取 定 一 对 点 
来 确定 & 的 值 . 
3， 如 何 将 图 6. 29 所 示 的 两 个 相 切 的 圆周 围 成 的 区 域 忆 映 成 
以 原点 为 项 点 的 角形 域 C:0< arg() < 6? 


图 6. 29 
答 。” 先 将 刀 映 为 带 形 域 0 < Im(zo) <6, 即 将 切 点 < 二 2 映 
为 co 点 . 两 圆周 .C, 和 C: 映 为 两 平行 直线 ,再 经 平移 ,旋转 、 伸 缩 观 
射 而 成 . 分 式 线性 映射 可 表示 为 


ww 一 上 一 5 (和 < 为 待定 常数 ). 
再 利用 ¢ = e” 即 可 把 带 形 域 0 < Im (ro) < 8 映 为 角形 域 0 < 
Le 8 人 
4. 赛 函 数 岂 一 =(z 夭 0) 具有 将 角度 扩大 半 倍 的 性 质 ,为 什么 
它 对 以 = 二 0 为 顶点 、 张 角 为 和 的 角 域 构成 共 形 映射 ? 
答 ”w 二 x* 有 将 角度 扩大 4 售 的 性 质 ,但 只 在 z = 0 点 . 因为 


w'(0) 二 0, 所 以 在 < = 0 不 共 形 .但 以 z = 0 为 顶点 张 角 为 务 的 角 
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域 是 其 单 叶 解析 区 域 , 故 映射 是 共 形 的 . 
5. 为 什么 映射 ro = 二 < 能 将 圆周 的 内 部 映 为 心脏 线 的 内 部 ( 见 
图 6. 30)? 
y v 


图 6. 30 
答 ”将 项 数 芭 王 近 表 成 极 坐 标 形式 : 令 双 一 pe9,z 一 re , 则 


w 一 peiz = rzei2 , 即 > 一 Vp,0= 


由 于 圆周 (不 妨 设 为 单位 圆周 jo 二 1) 方程 为 7 = cos0， 
于 是 得 


w 0 一 cos 了 BD 一 cos? 六 一 10 十 cos29). 


此 即 思平 面 上 心脏 线 的 方程 
方法 ,技巧 与 典型 例题 分 析 


利用 初等 函数 完成 由 一 个 图 形 到 另 一 个 图 形 的 映射 常常 不 是 
一 步 可 以 实现 的 ,往往 需要 经 过 儿 步 转换 . 因此 ,必须 熟悉 分 式 线 
性 映射 和 初等 函数 映射 的 几 种 形式 ,它们 能 将 什么 样 的 区 域 映 为 
”什么 样 的 区 域 . 因此 ,看 到 一 个 问题 时 ,可 以 从 两 端 想象 ,经 过 不 同 
的 变换 向 同一 中 间 区 域 靠拢 ,对 接 起 来 就 得 到 所 需 上 映射 . 也 可 以 从 
一 端 出 发 ,分 层 达 标 , 最 后 映 为 所 设 定 区 域 ,将 一 系列 中 间 上 映射 复 
合 起 来 就 得 到 所 需 映 射 . 注意 ,此 时 映射 不 是 惟一 的 , 繁 简 程度 往 
往 相差 悬殊 当然 ,我们 应 力求 最 简捷 地 得 到 映射 . 这 就 需要 多 练 
习 、 多 动脑 才 行 
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例 1 将 图 6.31 至 图 6. 40 中 阴影 部 分 所 示 ( 边 界 为 直线 段 或 
贺 弧 ) 的 域 共 形 地 且 互 为 单 值 地 映 为 上 半 平 面 , 求 出 实现 各 该 映 
射 的 任 一 个 函数 . 

解 ”映射 不 是 惟一 的 ,我 们 对 每 个 图 形 都 只 给 出 一 个 可 行 的 
解法 . 希望 读者 通过 练习 ,能 自行 找到 最 简捷 的 解法 . 

(1) 因为 Im(z) > 1,|z| 二 1 是 以 原点 为 圆心 ,2 为 半径 的 圆 
的 一 部 分 . 先 用 分 式 线性 映射 

wi 一， (CV 了 二 ii- 一 co 一 YV3 二 i 一 -0) 
映 为 角形 域 ; 然 后 旋转 x 角 , 映 为 ws 一 一 errul; 再 用 竺 函数 zw = 
w} 放大 3 们 ,上 映 为 上 半 平 面 . 故 
十 V3— 


6. 31). ， 
-7 见 图 式 中 


Ww = Wz? = (e"w1)’ 一 一 入 学 二 


负 号 是 由 点 的 对 应 关系 决定 的 . 
(zz 


图 6. 31 
(2) 因为 jz| > 2,|z 一 V2 | 二 V2 是 两 圆 弧 围 成 的 角形 
域 , 两 交点 为 C(V3 ,一 V2i) 和 (V3 ,V2i). 分 式 线性 映射 将 
角形 城 映 为 角形 域 下 < argw, < x 
z 一 Vz 十 V 2i 
z 一 Vz 一 V2i 
然后 旋转 广 , 映 为 0 < argw, = 了 了 :映射 w, 二 一 ewirw ,再 用 知 涵 
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1 一 


数 w= 二 wi 映 为 上 半 平 面 . 故 


ro 一 tt 一 《一 ew)! 一 


/4|12 0 /4 


图 6. 32 


(3) 因为 |z| 过 2,0 < argz < 地 为 扇形 . 作 映 射 w = zt 映 
为 上 半圆 域 |wi| 二 2,Im(wi) 0. 实 轴 上 交点 为 土 16. 用 分 式 线 
性 映射 


WW 二 一 


| 


wi 一 1 
映 为 第 一 象限 0 < argw; 去 序 ; 再 作 映 身 w 二 wz 有 鼎 为 上 半 平 面 
Im(w) 0. 故 


(16 一 co, 一 16 一 0;0 一 正 实 轴 上 点 ) 


6. 33 
(4) 因为 |z| 省 2,0 过 argz < 是 第 一 、 第 二 、 第 三 象限 除 


去 jz| 委 2 区 域 .用 zw = zx” 映 为 Im(w) 之 0,|wi| 之 2”; 再 作 
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分 式 线性 映射 


to) 十 D2/3 
zu， 一 92/3 


映 为 角形 域 0 < argros 过 了 ;最 后 作 上 映射 w = 叹 映 为 上 半 平 面 . 
故 


(2 有 2 一 co 一 2 一 00 一 正 实 轴 上 点 ) 


> CO 


之 273 十 D92/3 区 


7 _ D2/3 


见 图 6. 34). 


(vw:2) 


图 6. 34 
(5) 连接 点 z 三 0 和 zz 三 ai 的 线段 为 裂缝 的 上 半 平 面 ,用 映射 
wi = 映 为 有 异 链 [一 4a, 十 050) 的 tw 平面 ;再 经 平移 映射 ww, = 


wi 十 a! 肌 为 有 裂 链 [0, 十 oo) 的 全 平面 wz 最 后 经 映射 z = ww 
映 为 上 半 平 面 Im(w) 之 0. 故 


Ww 一 Nw, 一 Mw 十 a 二 Vz: 十 a’ ( 见 图 6. 35). 


图 6. 35 
(6) 图 为 单位 图 1 | 一 1 外 部 , 且 沿 虚 轴 有 制 痕 [Li， o0). 其 映 
射 过 程 为 
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之 -一 1 
之 十 1 
故 w= 二 wl 二 (十 wa 二 (十 w= [1 十 Gz) 


& 一 11 
= 十 | ( 见 图 6. 36). 


(也 


zwoj 一 Ws = TY 一 TO 一 十 os) 


(zw ?) 


本 6.36 | 
(7) 单位 图 内 部 ,有 割 痕 [0,1] 的 区 域 . 先 经 zw = 2: 上映 为 上 
半 单 位 贺 Im(w) > 0, lw | 二 1. 再 经 


十 一 2 
“2 ws 二 ]， Ww 一 也: 
映 为 上 半 平 面 Im (rww) >> 0. 故 
2 ww 十 1 vvz 十 1| 和 
w=— w= | | 一 E 《 风 图 6. 37). 
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(8) jz|<<2,|jz 一 1| > 1. 先 经 映射 zw = 一 5 映 为 条 件 域 


0 过 Relw) < 三 ,再 经 映射 
w= Wi—= 2NWwW, We 


映 为 上 半 平 面 Im(w) 之 0. 故 


to 一 em 一 erm 一 em 一 em/e-D( 见 图 6.38)， 


(vw 1) 


(zz) (w;) 


图 6. 38 
(9) a 过 Re(z) 过 45,0 过 a 过 4b. 经 映射 


四 罗 i: NRT» Aw; 
TI 一 之 一 过 YU 一 10 , 3 9 YL 一 人 


一 
映 为 上 半 平 面 jm(w) 之 0. 故 
, eros — @™2/ 地 一 4) — i/b a -一 er (由 图 6. 39 ) . 
(10) Re(z) >0,0< Im(z) <a 是 半 带 形 . 先 映 为 半 带 形 
Re(z) >0,0< ljm(z) < xl, 册 经 映射 ， 


x / 用 
WI Wi el, zs 一 一 


. ， w 一 
2 可 
上 映 为 上 半 和 平面 Im(w) 沁 0. 故 
w= 虽 =| 一 守土] = | 二 +! 
wu» — 1}. —e i—1 
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图 6. 39 


一 ma 
一 = 〈 见 图 6. 40). 


图 6. 40 
例 2 求 将 单位 国外 部 |z| > 1 映 为 全 平面 除去 线段 [一 1,1] 
的 映射 . 


解 ” 先 用 映射 w= 二 将 |z| > 1 映 为 |w| < 1, 再 用 分 式 


线性 映射 ww: 二 一 i 于 二 于 将 |ww| < 1 映 为 上 半 平 面 Im(euz) > 
后 用 宕 西数 ww 一 呈 哆 为 有 和 为 正 实 办 的 全 平面 ,最 后 


分 式 线 性 映射 双生 [一 1,1J 的 全 乎 面 . 
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[二 -汪汪 


li 


1 二 | +1| 


: ( 见 图 6. 41). 


映射 ww 一 于 | = 十 十 去 | 也 能 将 单位 贺 内 部 映 为 全 平面 除去 线 
段 [ 一 1,1j 的 区 域 oa 


5 2 


图 6. 41 
例 3， 求 将 上 半 平 面 除去 半圆 盘 |z| 过 1 和 半 射 线 Im(z) > 
2,Re(z) 二 0 的 区 域 映 为 Im(w) 0 的 映射 . : 


解 先 用 映射 ww 一 于 | = 十 二 | 将 半圆 周 哆 为 实 轴 上 线 县 
[一 1,1], 半 射线 Im(z) > 2,Re(z) 一 0 映 为 Imlw) > 半 ， 
Relw) 一 0, 区 域 映 为 有 割 痕 | -ico | 的 上 半 平 面 ;再 用 we 一 wi 


将 区 域 映 为 实 轴 上 除去 [0, 十 co) 和 | 一 ,一 舍 | 的 全 平面 ; 然 
384。 


后 用 分 式 线段 映射 tw 一 和 二 一 1 十 下。 将 区 域 映 为 除去 


正 实 轴 的 全 平面 ;最 后 用 zg 二 Vw; 将 区 域 映 为 上 半 平 面 Imdau) 
> 盖 0( 取 vv 一 1 一 工 的 分 支 ). 故 


wV4x 十 172* 十 4 
二 il 
Tw F027 十 《网 ,图 6. 42). 


> . (xz) (tw )) 


- 藉 单 位 图 外 lz| > Raa h, — 三 与 [1 人 的 
吉本 为 |w1 之 二 的 映射 . ~ 
解 映射 vi 一 于 |= 十 立 | 将 区 域 映 为 全 平面 除去 线 眉 
[一 8, 一 1] 和 [1,6) 的 区 域 ,其 中 5 二 去 [1 十 4 十 了 十) 之 1 
再 作 映 射 ws 二 从 将 区 域 映 为 全 平面 除去 线段 [一 1,1] 的 区 域 ， 
最 后 作 映射 w 一 wz 十 Vw 一 1 将 区 域 映 为 |w| > 1. 故 


-__ <*+lz /+l | 
1 十 h 十 1/(1 十 h) i +h 十 17(] 二 | 1( 见 图 6. 43). 
例 5 求 将 二 角形 区 域 jz 十 计 六 V2 ,jz 一 由 < V> 有 映 为 
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图 6. 43 
上 半 平 面 Im(w) > 0 的 映射 . 


解 ” 作 分 式 线性 映射 w = 三 二 二 将 区 域 映 为 角形 域 一 > 


< argw] 过 一 了 了 ;再 经 TW ,二 ws 将 区 域 映 为 左上 半 平 面 Re (vw,) < 
0; 最 后 作 旋 转 上 映射 ww 二 一 iw;, 即 映 为 上 半 平 面 . 故 
< 二 二 | ( 见 图 6. 44). 


Te = 一 iw, 一 一 1ro = 一 让 


(w)) 


(wj (zz ) 


和 


图 6. 44 
例 6 求 相 切 于 点 z = 4 的 两 圆周 所 围 月 牙 形 区 域 到 上 半 平 
面 Im(w) 盖 0 的 映射 . 
解 “ 先 将 月 牙 形 区 域 映 为 条 形 域 0 < Im(ro) < rr, 因为 将 = 


-<“ 映 为 无 穷 远 点 co ,适当 选择 <,zz, 即 得 w 一 竺 十 ;再 由 w= 
ew! 即 映 为 Im(w) > 0. 故 
ze = ecs+d cz (网 图 6. 45). 
例 7 求 将 单位 圆 内 部 除去 实 轴 上 区 间 | 却 ,1 的 区 域 映 为 单 
“386。 


( z ) (也 中 
人 ! 
a 0 


图 6. 45 


解 a 1 将 区 域 映 为 有 


割 痕 [0,1) 的 单位 圆 内 部 . 再 作 ww, = Vwi( 取 VY 二 1 二 i 那 支 ) 映 
为 Im(z) 之 0,|z| 二 1. 再 用 ws 二 | _ 2 十 1 将 其 映 为 上 半 平 


面 ,然后 用 w = 如 二 1 将 其 喘 为 lw| = 1 且 使 z 一 1, 卫 ,1 映 
为 中 一 一 lol 族 ， 


-. . . i i mm 
轩 ， 4 8. 
加 is 


例 8 求 将 有 割 痕 ( 一 oo,0] 的 带 形 域 一 下 < 之 Im(z) < 互 映 
为 半 带 形 域 一 * < Im(w) < ,Re(w) > 0 的 映射 
“ 解 ” 用 w, 一 上 将 区 域 映 为 有 割 痕 (0,1] 的 右 半 平面 Re ) 


> 0; 再 用 = 加 十 工 将 半 平 面 映 为 有 人 割 痕 (一 co, 一 1] 的 单位 


YN 一 


圆 外 域 ;又 用 zw =iVw;( 取 wTI = 1 那 支 ) 将 区 域 映 为 去 上 半 单 
位 圆 内 部 的 上 半 平 面 ;再 用 ww = lnws( 取 1nl 天 0 那 支 ) 将 区 域 映 
为 半 带 形 0 过 Im(w) 二 x,Re(rw,) > 0; 最 后 用 w == 2w, 一 ix 映 
为 所 求 区 域 . 故 
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IANA := 


iK/2 
es 


G1 


| 图 6. 47 
例 9， 求 将 搬 物 线 y= 2p| = 十 如 | 的 上 半 支 与 实 轴 线段 
| 一生 ,co | 所 围 区 域 映 为 上 半 平 面 的 映射 . 

解 ” 先 用 映射 w, = Vz( 取 VY 二 1 一 i 那 支 ) 将 区 域 映 为 半 
带 形 0 < ImCw) 过 /到 ,Race > 0; 再 用 rw; 一 br 将 区 


域 映 为 0 过 Im(rw,) 过 7 ,Re(w,) 疙 0; 又 用 w= 二 一 e “将 区 域 映 
*。 88。 


上 半 单 位 圆 内 部 ;再 用 w, 二 一 三 二 1 将 区 域 映 为 第 一 销 限 ;最 后 
用 ww 二 wi. 将 区 域 映 为 上 半 平 面 . 故 


e sip—!1 
WW ee" v2xz/p 十 1 


2 


( 见 图 6. 48). 


(rw) 


: 图 6. 48 
亦 可 将 ws 用 A/ 径 x 将 区 域 映 为 0 过 Im(w,) <x,Re(w,)>0 


后 ,用 一 ivw, 将 区 域 施 转 了 ,最 后 用 尼 一 cosws 将 一 不 过 Re(vws) 
<< 0,Jm(ros) > 0 有 映 为 上 半 平 面 . 故 


w = cos 加 四 一 ch 国有 四 (图 略 )， 
Np Vp 


例 10 求 函数 ww 一 于 | = 十 二 | 将 下 列 图 形 映 成 什么 图 形 
(1) 圆 域 |z| 二 R 二 1;， (2) 圆 外 域 |z| 之 尺 > 1; 
(3) 下 半 单 位 圆 内部, 即 |z| 过 1 且 Im(z) < 0， 


解 w= aE 十 过 | 可 以 写 为 


sitng 


-1 1 
“= [e+ 


cos0, 5 一 到 | p 十 记 
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(1) 圆 域 的 边界 |z| 二 R 映 为 椭圆 周 
(RFEI/RI/AT 二 1785 一 
当 点 z 沿 圆 周正 同一 周 ， 二 靖国 局 上 站 线 行 _ 周 故国 内 二 
为 椭圆 外 部 域 ( 见 图 6. 49 的 左 .中 图 ). 
(2) 当 点 z 沿 圆 周正 向 一 周 ; 点 w 也 绕 椭 圆周 正 问 一 周 , 故 圆 


外 域 映 为 椭圆 外 部 域 ( 见 图 6. 49 人 右 图 ). 


图 6. 49 
(3) 设 D 的 边界 为 li » 2 ,3 , 像 的 边界 为 31942 ,53 则 有 
1 :1 一 00 委 0 和 过 1 一 > :一 0 委 &< 忆 十 co; 
0 一 7T0 委 0 过 1 一 ”5 :0 一 0 一 co 二 4 魏 一 1; 
LT 入 0 过 270 一 1 一 3 0 一 0 一 1 委 & 委 1 
由 绕 癌 知 |z| 过 1,Im(z) 开 时 人 Im(w) 0. 
例 11 求 将 椭圆 周 3 = 十 区 一 二 工 的 外 部 映 为 单位 圆 外 部 的 映 
射 ， 
解 ”由 于 茄 可 夫 斯 基 映 射 w = 去 [< 十 过 | 能 将 圆周 |z| 一 
R (R > 1) 映 为 权 贺 周 | 
1， 
[R11/R)/2E [CR — 1/R)/2) : 
由 题 给 条 件 知 ,一 5 一 立 | 尽 十 去 | ,一 4 一 于 | 有 一 寺 | ,所 以 
R= 9. : 


。 300 。 


又 ,映射 咏 二 于 将 zol >>9 映 为 |w| > 1 


将 茹 可 夫 斯 基 映 射 写 为 < 一 洁 ‘2+ 记 | , 即 得 


w= el 1 (出 图 6. 50). 


多 6. 50 
例 12 映射 ww = cosz 将 半 带 形 区 域 D.0 二 Re(z) 二 x， 
lIm(z) 二 0, 共 形 映射 为 什么 区 域 ? 


解 。” 因为 w = cosz = (er 十 e~*) 可 以 分 解 为 
二 | = el 一 1 1 
Ww = lz, Ws 一 el WwW, 一 2 [w+ 去]- 
由 于 w = cosz 在 所 给 区 域 单 叶 解析 ,所 以 
(GD) w= i * 交 学 带 直 放 对, 了 为 | 
0< Im (zol )》 < x, Re(za) < 0. 
(2) ru 一 "1 将 区 域 映 为 单位 圆 的 上 半 回 内 部 
本 ws < 1， ImCw) >0. 
oa En 
图 6. 51). 
例 13“ 求 将 有 割 痕 ( 一 1,0] 及 [a,1) 的 单位 国内 部 |z|<1 
映 为 上 半 平 面 半 带 域 Im(w) 之 0, 一 款 <<Re(Cw)<< 了 的 映射 


* 39] 。 


了 (z) (vw 1) (w)) 
ni 
0 区 zx . 0 一 ] 0 1 


图 6. 51 
(0 二 a 二 1). : 
解 ”映射 一方 [= 十 过 | 将 区 域 映 为 有 市 痕 [ 一 co， 一 1) 
及 [1,9] 的 全 平面 ,z 一 一 1,0,a,1 依 次 映 为 
一 1， -oo 引 = 取 |a 十 二 |> 直 ，1 


又 ,映射 Ww (wi — 0)=60— wi 将 区 域 映 为 除去 正 实 轴 


的 全 平面 0 二 argw, 过 2x ,ws = Mw; 将 区 域 映 为 带 形 域 0 过 Tmw， 
< 最 后 w 二 arcsinz 将 区 域 映 为 半 带 形 域 ;| 
Im(w) >0， 一 < Re(w) < pe 


1 | 
4 十 由 一 之 - |] ( 见 图 6. 52). 
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第 四 市 。” 共 形 映射 定理 可 多 角形 映 别 


主要 内 容 


1. 黎 曼 定理 

不 论 两 个 单 连通 域 B, 与 B,( 它 们 的 边界 是 由 多 于 一 个 点 所 构 
成 的 ) 是 怎样 的 , 也 不 论 这 两 个 域 中 的 两 个 点 zo 在 Bi 中 ) 与 
wo (在 Bz 中) 以 及 一 个 实数 % 是 怎样 给 定 的 ;总 有 一 个 把 域 B. 一 
一 对 应 地 映 为 域 B, 的 共 形 为 w 二 f(z) 存 在 ,使 得 . 

f(z0o) = wo, argf' (zo) = ao， 

并 且 这 样 的 共 形 映射 是 惟一 的 . 

2. 边界 对 应 原理 : 
z 设 有 由 光滑 闭 曲 线 (或 按 段 光滑 闭 曲 线 )T 所 国 成 的 线 口 以 及 
在 局 内 及 人 夏 上 解析 的 函数 w= f(z), 假 定 吗 数 w= FGz) 将 太一 
一 对 应 地 映 为 闭 曲线 ,TT 所 围 成 的 域 为 D'; 并 且 当 z 沿 丁 移 动 
使 得 D 留 在 左边 时 , 它 的 对 应 点 w 就 沿 "移动 且 使 D' 也 留 在 左 
边 . 因此 ,w 二 f(z) 将 万 一 一 对 应 地 、 共 形 地 映 为 D'. 

3. 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 刘 enware erstonel) 映射 


w 二 K|[c 一 一 Ke 一 -0 “(2 一 ~ Jdz 十 人 


w= KC 一 ao3 (2 ， Ce Jdz +C 
给 出 的 映射 称 为 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 映射 


施 瓦 效 - 克里斯托弗 映射 能 将 = 平面 的 上 半 平 面 Im(z) 之 0 
共 形 地 映 为 多 平面 上 的 多 角形 区 域 . 
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式 中 ,zyzz， "9 是 之 平面 实 轴 上 点 ,Xl < zs < < ;位 1 ， 
ao 古 实 第 数 ， 是 多 角形 区 域 的 各 内 角 的 值 K 与 天 ' 根据 具 
体 情 况 确定 ,也 是 实 常 数 . 


疑难 解析 


1. 在 什么 情形 下 黎 曼 定理 不 成 立 ? 

答 ”两 种 情形 . 一 是 B, 和 B; 都 是 扩充 复 平 面 , 二 是 除去 一 点 
的 扩充 复 平面 . 因为 这 两 种 情形 的 边界 点 都 不 多 于 一 个 ,不 能 保证 
映射 函数 也 二 f(z) 的 惟一 性 . 

2. 怎样 具体 实施 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 喘 射 ? 

答 ” 若 具有 顶点 为 rw、 夹 角 为 wr (1 过世 7) 的 多 角形 已 给 
定 , 要 求 ww 二 f(z). 

(1) X129T3 可 以 任意 选 定 ( 即 ite oT 中 有 三 个 可 以 任 
意 选 定 , 常 取 co,0,1, 一 1 等 值 ,其 它 值 由 具体 问题 确定 . 

(2) 当 多 角形 的 夹 角 有 等 于 零 的 时 候 , 可 证 明 公 式 仍然 有 效 . 

(3) 车 mm = co, 则 公式 为 定义 中 第 二 个 形式 ,可 少 一 个 因子 . 

(4) 当 多 角形 为 变态 多 角形 时 ， 即 有 一 个 或 几 个 顶 点 在 无 穷 

远 点 . 

规定 ;在 无 穷 远 点 两 条 射线 的 交角 a 入 于 这 两 条 仙 线 友 向 
长 线 在 有 限 远 交点 处 交角 乘 一 1. 


方法 .技巧 与 典型 例题 分 析 


边 路 对 应 间 题 与 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 映射 都 有 一 定 的 难度 ， 
它 的 方法 比较 复杂 ,技巧 要 求 也 较 高 ， 我 们 只 举 几 个 例子 , 供 读者 
参考 . z 


例 1 西数 忆 一 < 十 对 将 |z| 过 1 映 为 什么 样 的 区 域 (4 为 : 
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不 小 于 2 的 正 整 数 )? 
解 令 z 一 e0 委 0 委 2r 则 


ww 二 Uiv = e+ ee” /n. 


] 
uw 一 COS4 十 五 COsmO， 


因此 


v 一 Sinlg 十 一 sinng 
对 0 过 90 声 2 有 0 过 n0 芝 二 , 故 有 
u' (6) 一 一 Sin — sinnb < 0,， 

即 xz) 从 1 十 一 单调 递减 至 cos 5 (9) 从 0 单调 递增 至 sin 7 
十 二 .由 于 uC9) 是 偶 函 数 ,v9) 是 奇 函 数 ,所 以 当 一 艺 和 2 入 0 
时 ,图 形 与 0 多 0 迄 元 时 是 对 称 的 . 

可 以 证 明 , 对 于 其 余 的 9 值 ,每 隔 二 的 图 形 都 与 上 面 的 图 形 对 
称 且 一 一 对 应 . 


由 于 w 一 = 十 三 是 lz|<1 内 解析 ,|z| 县 1 内 连续 的 函数 ， 


则 由 边界 对 应 原理 ， 映射 将 |z| 过 1 映 为 w 平 面 上 区 域内 部 . 图 
6.53 给 出 ”= 2 的 图 形 . 


图 6. 53 


例 2 函数 w= T 二 去 将 单位 圆 上 部 Iz| <1,Imgz) 之 0 了 映 
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为 什么 样 的 区 域 ? 
解 当 一 1<z<1,y 一 0 时 ,w 一 了 去 从 一 豆单 调 递 
增 至 二 . 当 z 一 所 时 ,有 z 


e111 
1 十 ei26 本 ee 十 已 一 地 Decost 


故 当 0 志 9 志方 时 ,w 从 却 单调 递增 至 o0; 当 邓 之 9 时 ,w 从 


TE == 


一 co 单调 递增 至 一 性 . 

yz 一 i 一 tw 一 各 时 ,又 由 边界 对 应 A 
8 二 1 满足 x 二 1 < 个 二 2 = 3. 故 函数 ww = 5g 将 |z| 之 1， 
Im(z) 之 0 映 为 上 半 平 面 Im(w) 之 0. 

例 3 求 将 上 半 平 面 Im(z) > 0 映 为 平面 上 以 点 a 一 0,a 
= 1, 一方 (1 十 V31) 为 顶点 的 三 角形 内 部 的 共 形 映射 


全 让- 
2 /2 


同 理 得 a = 03 二 1 一 oz 一 二 3 在“ 平面 取 m0, 0 在 实 


人 = 0,7; = 1,x; = 00. 由 施 瓦 站- 克里斯托弗 公式 
(退化 情形 ) ,得 


“= Ke a de tC 


ZCOS 


解 在 xl 处 内 和 角 wx 一 arctan 


,于 是 a 一 地 


= -Ks sz 一 一 Dd 十 C 


-K| + 
因为 > 一 0 一 忆 一 0), 故 CC 一 0. 
因为 = 一 1 一世 一 1, 故 

1 ba 
4=1| YA 一 了 )2 
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| dz 1 
所 以 “=| Vz2(z 一 1)? | 3 


e 


J 工 1 二 Op 

ol!| 工 ， . 
一 
图 6. 54 


例 4 求 将 上 半 平 面 Im(z) > 0 映 为 包 平 面 带 形 域 0 < 
Im(w) < x 的 共 形 上 映射. 

解 ”将 ww 平 面 上 带 形 域 理解 为 顶点 为 al 一 coyaz = 0,a; 一 
ca 二 Ai 的 矩形 . a1,as 点 内 角 为 0,azsa 点 内 角 为 R. 故 a = 二 a 
二 0,@ 二 m4 二 1. 取 al,a2,43,04 在 > 平面 上 对 应 点 为 Z1 一 和 7Zz 
1,z; 一 coyzt 则 由 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 公式 (退化 情形 ), 可 得 


w= K| c 一 zi)o-1(z — TX) 12 一 z Di-aidz 十 C 
“1 


-+e tte 
1 . 
因为 z Rw 一 Xl 一 lz 十 age 吉 
所 以 一 nz( 见 图 6 55): 
(z) | " ; (w) 
. ’ Dy 
A II Hp 
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例 $S 求 将 半 带 域 Re(z) > 0,0< Im(z) 过 a 映 为 上 半 平 面 
Imfkre) 盖 0 的 共 形 变换 ， 

解 将 半 带 域 Re(z) >>0,0< Im(z) < a 理解 为 三 角形 , 顶 
点 为 ai 一 ya? 一 0,as 一 co. 各 内 和 角 为 忆 0， 所 以 
1 
7 ， 
设 羽 平面 上 aiyazyas 的 对 应 点 为 忆 一 一 1,0 二 1,0s 一 coco. 所 


] 
2 一 7， Qa» 一 a 二 0. 


以 


> 一 K| Cu 十 1 一 1}?Tlidw 十 C 


dzw 
一 x| 十 C= Karcchw 十 CC， 
vw— 1 


因为 w 二 1 一 z= 0, 故 C= 0,w= ch 工 . 
因为 ww 二 一 1 一 z= 二 ai, 故 
a 


_4 
靳 | 一 一 名 = r， 大 x 


于 是 ,所 求 映 射 为 w = ch 一 ( 见 图 6. 56). 


—1= ch 人 = cos 


天 


站 图 6.56 
注意 。 施 丽 效 - 克里斯托弗 公式 中 的 积分 ,有 的 教科 书 用 不 
定 积分 表示 ,有 的 教科 书 用 定 积分 记号 | 表示 . 选取 = 一 定 要 考 


虑 使 积分 有 意义 . 


例 6 求 将 上 半 平 面 Im(z) 之 0 映 为 刀 平 面 上 如 所 示 的 阴影 
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区 域 , 并 使 zx = 0 对 应 4 点 ,Zz 二 一 1 对 应 B 点 的 映射 . 
解 ” 将 多 平面 上 区 域 理解 为 项 点 为 A,B,C 的 三 角形 ,A,C 
为 无 穷 远 点 ， 在 < 平面 十 取 文 ， 一 0, 一 ] ,cc 对 应 A,B,C, 则 对 应 Qk 


一 0, 0. 
由 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 公式 ,得 
TO =-K|c 一 0)0(z 十 1)221dz 十 CC， =K| ~ Yz+1, 十 i 


vv 之 十 1 | 
一 天 |2 Vz++]1 ]n 一 -一 人 L1， 
| " Tn Er 
写成 复数 形式 ,有 


十 Iv 二 (a 十 ib) {2[Cz 十 1 十 yy 
arg(z 十 1) arg(z 十 四 
“2 


COS og 十 isin 


Viiti| SVTrtitil 
天 一 


(z 十 1) 
则 v= 2a[ (zx 十 1)? 十 ysin— 十 aarg 一 一 一 一 一 
V Z 1 1 


春 


+In 十 iarg 2 1 一 4 


+ 26[ Cz 二 1)? 十 yjitcos 


Vz 二 1—1 
: Vz 十 1 十 1 
(1) 当 w 沿 BA 一 品 时 (v= 二 7),z 一 0” (y= 二 0). 代 入 v 的 表 
达 式 ( 取 工 一 0 ) 可 得 ax 十 cs 一 ro 一 0 
(2) 当 忆 党 OA->oo0 时 (v= 二 0),z— 0+ (y == 0). 代 人 vw 的 表 
达 式 ( 取 zx 一 0+) 可 得 :;c， == 0,a = 1,k = 1. 于 是 


arg(z 十 1) 
2 


十 bln 十 Cs. 


| . vz 十 1] 一] 
w= 2 Vz 二 1 十 ln 一 一 一 一 | 十 iarg 一 一 一 一 一 十 C，. 
Vz 十 了 十 1| Vz 二 TIT 二 1 


因为 一 一 1 一 1 一 TI, 一 > 人 L， 一 ~ 0 , 故 
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例 7 证 明 :w == | 将 上 半 平 面 Im(z) > 0 映 为 


wz(] 一 22) 
1 nl 1 。 

| 到 | 的 正方 形 ， 

证 ” 设 4BCD 为 任 一 正方 形 , 依 黎 曼 定理 ,存在 映射 w= 

f(z), 将 角 域 第 一 象限 映 为 三 角形 4BC 内 部 ,使 w= 4,B,C 对 应 

z 二 0,1,c0, 江 使 正 虚 轴 映 为 AC( 正 方形 对 角 线 ). 由 对 称 原理 , 共 
形 映射 w = f(z) 将 上 半 平 面 映 为 正方 形 4BCD, 且 一 1,0,1,o0 

对 应 D,A,B,C 由 施 巨 效 - 克里斯托弗 公式 ,得 


w= K[(+ 1)12- i Cz 一 0)” 1(Kz 一 1 7172 一 Idz 十 C 


| 
ry 
/= 1481= | 稀 dz 


_ -| re 


“Jo 、 3 2 Jo 
1FdG/rd/2) 1 r+ 1) 
一 本 ~ fs) ; 一 一 一 ( 见 图 6. 58). 
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图 6. 58 
例 8 求 将 上 半 和 平面 半 带 域 


一 < Re(z) < 李 ， Im(z) >0 


映 为 上 半 平 面 Im (w) > 0 的 共 形 映射 . 并 使 z = 土 序 对 应 w 二 土 1. 
解 先 求 逆 映 射 = 一 pw). 将 半 带 域 视 作 一 个 顶点 在 oo 的 
变态 三 角形 . 三 角形 的 三 顶 角 为 了 ,了 ,0. 在 凤 平 面 上 取 也 一 一 1， 


1,co 依 次 对 应 = 平面 点 = 一 一 了 ,了 ,co* 由 施 瓦 效 -克里斯托弗 公 
式 , 得 四 
w= et tw Dw tC 
== #2 A 十 C= Karcsiniw 十 C 
因为 冯 = 一 1 一 一 一 pA 一 一 过 一 7 x 故 
长 = 一 ] ， C 二 0， 
于 是 ,得 映射 z = 二 arcsinw. 取道 映射 即 为 所 求 , 即 
w 二 sinz《 见 图 6. 59). 

例 9 证 明 : 将 单位 圆 内 部 1z| 二 1 器 为 五 角 星 内 部， 圆心 映 

为 五 角 星 中 心 的 映射 为 


(1. _ 2) “| : 
w= K| dsm 
当 五 角 星 外 接 贺 半 径 为 尺 时 ,有 
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1 下 


| 天 | 一 2 和 5 


如 图 6. 


Rn/2 工 


me 


图 6. 59 


I (3/10) 
的 


60 所 示 . a 一 二 ,B= 局 = ,01B, 一 RK. 由 共 形 映射 


一 般 原 理 , 存 在 惟一 映射 将 扇形 oaib! 英 为 二 角形 0141B1, 使 O1 一 > 
0 4 一 aB 一 站 (一 e“ ). 根 据 区 域 开 拓 与 对 称 原 理 , 存 在 唯 
一 喘 射 冯 = f(z) 将 |z| 过 1 映 为 五 角 星 内 部 ,使 ooeoy4keas， 


B.D, (k 盖 


l},2,° 


"+ ,5). 其 中 dd = e220 DD/5 是 ZY 一 上 一 0 的 根 ,bi 


~— ei(2 一 1)w/5 是 zs 二 1=0 的 根 . 


图 6. 60 


由 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 公式 ,得 


w 一 f(z) = 天 | 于 一 


Fica 一 zj] Kk (1 2 z 
TI ~ 22)” 一 J | (1 十 (I TF 2 


又 由 z= 二 一 1 与 0 对 应 01.8, = R， 则 


e OZ ， 


《1 一 -7 
“一 K1| 1 (1 0 Fd z|. 


l 。 
作 代 换 ! 一 [二 于 | ,得 

R= | 开 12-265 | sd — 1)-4/sd 
1 TO/AOVYTOA/S) 


—2/5 
= IAl2 Fo 
os 51'(3/10) 
即 KR|= 2 FU7IODRG75J 


例 10 ”利用 施 瓦 效 - 克里斯托弗 公式 , 求 将 上 半 平 面 Im(z) 
> 0 双方 单 值 共 形 映射 到 下 列 区 域 的 函数 w = f(z)， 

(1) 全 平面 上 除去 正 实 轴 后 的 区 域 ; 

(2) 0 二 Im(lw) < 关上 且 满 足 /一 1) 一 一 co 11) 一 十 %; 

(3) 内 角 为 ,二 ,了 的 三 角形 , 且 满足 


(4) 如 图 6. 61 所 示 ,f(0) 二 4A,f(1) 二 B psy 一 cc， 


解 ” (1) 设 [0) = 0, ce) = : 
oo, 且 w= 二 0 点 的 角度 为 2r. 则 由 施 瓦 烤 C 
效 - 克里斯托弗 公式 ,得 = 
w= K|zidz + C= 2’, po 


和 

由 f(0) 一 0 一 C 一 0. 由 正 实 数 一 正 实 
数 , 知 KK 为 正 实数 . | 
(2) 由 于 平面 两 端 无 穷 远 处 夹 角 为 等 ,由 施 瓦 效 -克里斯托弗 
公式 ， 得 i 


Ww 二 K| ce 十 1) (xz 一 1)”:dx 一 


图 6. 61 


A 
2 


因为 = 一 z,0<< 工 <1 一 忆 为 实数 ,而 jn 二 二] 虐 部 为 x, 则 大 为 


实数 .又 设 z = 一 1 一 es 和 z;: 王 1 十 e， 对 应 的 wl 在 实 轴 上 ,w; 在 
Im(z) 二 h 上 .于 是 
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E 
Im(ws ~— mw) = Im S|In FT Nl in 5 并 十 Ti 
天 > 大 
Im |In 了 ] get 了 
故 天 一 一 此 .因此 
w= + 者 
式 包 1 


(3) 设 * 二 0,1,co ~ 岂 一 0,ava 十 亿 , 由 施 瓦 效 - 克 里 斯 托 
弗 公 式 , 得 
w= Kz Dd (由 z=0>w=0 知 C=0). 
令 z = 二 工 ,0 二 Xz 过 1,w 取 正 实数 , 则 
| f(t — 1) ?dt = | tS/e /2 — 1) ?dt 


一 一 | — 1) 2dz. 
0 


改 当 : Z 一 时 ,有 
村 a 一 一 Ki。 £5 — £)- ae KiB| Go3| 
RIAA 
| “TC2/3) 
.aT(2/3) _ 
”ATITA/OTARY 
i re ss | —5/6/, -1 
从 而 .一 iFG7BEG73 YD 


(4) 设 z= 0,1loo 一 z= A,B,C, 由 施 巨 兹 - 克里斯托弗 公 
式 ,得 
w 一 KJ- 一 1)1+0-1dz. 
令 z 二 工 沁 1 时 ,w 取 正 实数 值 ， 则 积分 也 取 正 实数 值 ， 故 
天 之 0. 
又 zi 二 RR 一 wi 之 0,zi 二 一 Rw, 虚 部 为 一 ,于 是 有 
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Im(w,— wi) = ImA | z (2 — 1)dz 


=ImK||1— + …] 40 (展开 ) 


= ImK[— 2R — On + o0(1)| 
(人 A 表示 |z| = R， argz = 二 04R)， 


故 —a=— KOr=>K = 序 . 


因此 tw 一 交 
例 11 求 将 上 半 和 平面 ir) > 0 单 叶 共 形 地 映 为 边 长 为 2 的 
等 边 三 角形 的 映射 (三 顶点 为 一 1,1,vV 3i). 
解 ” 设 z=0,1, 呈 w= 一 1,1,V 3i,% 一 可 一 1,2， 
3. 由 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 公式 ,得 
w 一 K|=-2c 一 1)-2saz 十 C. 


因为 z= 二 0 一 w= 二 一 1, 故 C= 二 一 1. 
1 

因为 2 二 1 一 1= K| Z 238(l 一 7X) Se ?dz = 二 1, 故 
0 


1 
2Dei2x 一 K| xX-23(1 x) :dr 一 KB| 可 ,村 | 
0 


-了 引 


1 _T(2/3) [= V3 + 
KDE 
_ ,~ _T(2/3) 
.= (— V3+D PTC/ TE: 
从 而 w= (一 vv 了 十 D FE bate 1)-zsdz 一 1. 


例 12 求 将 上 半 平 面 Im(z) > 0 单 叶 映 为 图 6. 62 所 示 区 域 
。405 。 


的 映射 . 
解 先 考 虑 图 6.63(a) 中 上 半 平 面 JIm(Cz)> 盖 0 映 为 图 
6. 63(b) 中 图 形 的 映射 . 令 z 王 一 1:0:co 一 了 包 一 44 4:. 


-] 0 PE 
(4) (4) (4 A 0 A, 
(a) 《b ) 
图 6. 62 z 6. 63 


由 施 瓦 兹 - 克里斯托弗 公式 ,得 
w=K| 1 .ip 
一 1 之 
和 熙 zx 一 一 r;，0<r<1l1, 忆 在 4 与 4 之 间 , 即 虚 部 为 六 . 因 
| 竺 二 dz 取 负 虚数 , 故 天 是 实数 
w— w= K| etd 一 天 | 空 十 oG) 
a 各 
二 上 人 nl 十 0(1) (A 表示 |z| 一 rargz = 047). 


所 以 mw, — ww ) = Kr ol1)=>h = Kr=—>K = 二 


因此 w = f(z) = 2| ge 十 这 
由 对 称 原 理 , 纯 数 
(2 rE€E{(Im(z)>OU(=zr > 0)}， 
w= F(z) = _ 
f(z), Im (z) < 0. 


将 全 平面 去 掉 负 实 轴 后 的 区 域 双 方 单 值 地 共 形 映射 为 所 求 区 域 . 
因此 ,让 王 下 (一 2) 将 Im(z) 汪 > 0 映 为 所 求 区 域 . 


e A406 。 
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